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Annexe A

Poser et résoudre un probleme aux
limites en acoustique
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POSER ET RESOUDRE UN PROBLEME AUX LIMITES EN ACOUSTIQUE

A.1 Poser le probleme

De facon générale, un probléme aux limites! est défini & partir:

> d’une équation, qui décrit le comportement du champ dans tout le domaine spatio-temporel  x [t1, 5]
considéré,

> de conditions aux limites, qui définissent les valeurs du champ sur la frontiere 92 du domaine €2,

> de conditions initiales, par lesquelles sont spécifiées les valeurs du champ a 'instant ¢ = #;.

Dans les problémes de ’acoustique, I’équation correspond a I’équation des ondes si le probleme est défini
dans le domaine temporel, ou a 1I’équation de Helmholtz dans le cas ou le probleme est résolu dans le domaine
fréquentiel. Nous allons a présent détailler la formulation d’un probléme aux limites.

A.1.1 Probleme temporel
Selon le schéma général donné ci-dessus, un probleme défini dans le domaine temporel se pose en spécifiant:

e une équation des ondes

2
(A — ciz%) p(7,t) = —s(7,1) YPeQ et tet,ts] (A1)

Dans cette expression, la fonction scalaire p(7,t) désigne le potentiel des vitesses? induit au point 7 a
I'instant ¢, et la fonction s(7,¢) représente le terme de sources — sources de débit ou de force —.

o des conditions aux limites

Elles spécifient les valeurs sur la frontiere 9Q de la fonction p(7,¢) et/ou de son gradient normal & la
frontiere® Vp(7,t) - i. On distingue trois catégories de conditions aux limites:

— conditions de Dirichlet (spécification du champ)
p(7t) = p(7,t) YFe I et te[t,ts] (A.4)
— conditions de Neumann (spécification du gradient du champ)
Vp(Ft) -7 =v(Ft) YFPedQ et tE[t1,1s] (A.5)

— conditions mixtes, dites de “Churchill”, exprimant une relation entre le champ et son gradient sur
la frontiere 9€2:

Vp(F, 1) - 7+ C(F, 1) x p(F 1) = E(F, 1) VFE IR L € [ta, 1] (A.6)

Le symbole * représente un produit de convolution temporel.

Cette condition traduit une relation dimpédance, dans la mesure ou elle relie le potentiel des

vitesses — cC’est-a-dire & un facteur pres la pression — a son gradient qui de son coté peut étre
assimilé & la vitesse particulaire. Le terme ((7,t) s’interpréte d’ailleurs en terme d’admittance
acoustique.

1. Cette annexe constitue, en toute humilité, un “résumé” du chapitre VI de 'ouvrage [Bruneau, 1983].
2. On rappelle les relations qui relient le potentiel des vitesses w & [Bruneau, 1983]:

— la pression acoustique p:
du(r, t)
ot

-

T’,t) = Po

o( (A.2)

— la vitesse particulaire ¢
(7 1) = —Vu(7, 1) (A.3)

Ces deux relations sont valables dans un milieu non soumis a des forces extérieures, c’est-a-dire que les termes de sources ne
concernent que des sources de débit.
3. Par convention, le vecteur 7% correspond a la normale unitaire extérieure a 9£2.
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POSER ET RESOUDRE UN PROBLEME AUX LIMITES EN ACOUSTIQUE

o des conditions Initiales

Il s’agit des conditions de Cauchy qui spécifient la valeur du champ et de sa dérivée temporelle au
premier ordre & 'instant initial:

{ w - ;E;Z; e . (A7)
A.1.2 Probleme fréquentiel
Le probléme dans le domaine fréquentiel est dérivé du probléme temporel par Transformée de Fourier?.
e équation de Helmholtz
(& + k’z) p(7,w) = s(F,w) Vi e Q (A.8)

(k est le nombre d’onde défini par: k = £)

e conditions aux limites

— conditions de Dirichlet

p(Fw) = p(F,w) Yie o (A.9)

— conditions de Neumann
Vp(F,w) -7 = v(Fw) V7 e dn (A.10)

— conditions de Churchill
Vp(F,w) - 7i + ((F,w)p(F,w) = £(F,w) V7 € 0Q (A.11)

e conditions initiales

Implicitement, le probléme défini dans le domaine fréquentiel suppose des conditions initiales nulles.
Par suite, elles n’interviennent pas dans la résolution du probléme.

A.2 Fonction de Green

Les problémes précédents peuvent étre résolus grace a la théorie des fonctions de Green. De fagon schéma-
tique, une fonction de Green est une sorte d’opérateur inverse. Elle est exprimée en résolvant un probleme,
dit “probléme de Green”, défini & partir du probleme initial que "on cherche & résoudre...

A.2.1 Probleme de Green temporel

Supposons que 'on veut résoudre un des problemes donnés a la section A.1. Il est toujours possible de
lui associer une fonction de Green qui est défini comme la solution du probléme suivant:

e équation

1 62
(A__Zw) g(F— Fo,t—to):—é(F—Fo)(S(t—to) VFEQ et tE[tl,tz]

¢ (A.12)
D’aprés cette équation, la fonction de Green s’interpréte comme la pression induite par un monopole
situé en ¥ = 7y et émettant une impulsion & 'instant ¢ = #,.

4. On rappelle que la tranformée de Fourier d’une fonction p(7, t) est désignée par p(7, w).
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POSER ET RESOUDRE UN PROBLEME AUX LIMITES EN ACOUSTIQUE

¢ conditions aux limites
Les conditions aux limites du probléeme de Green associé peuvent étre définies indépendamment de
celles du probléme initial, pourvu qu’il s’agisse de conditions aux limites homogénes, c’est-a-dire que,
dans les équations A.4 & A.6, le second membre — qui représente le terme de sources — est nul.
En effet, par définition, un probléme de Green ne comporte qu’une source: le monopole impulsionnel
apparaissant dans ’équation des ondes, ce qui impose que toutes les autres équations soient homogenes.

Comme pour le probléme général, on distingue:

— les conditions de Dirichlet homogénes
g(F =7y, t—tg) =0 VFe I et tE€[t1,ts] (A.13)

— les conditions de Neumann homogénes
Vg(F—Fo,t—tg) - A=0 VYFed et t€ [ty 1s] (A.14)

— les conditions de Churchill homogénes

—

Vg(f’— Fo,t - to) -7 + C(F,t) * g(F— Fo,t — to) =0 VF S 8(2 et 1 € [tl,tz] (A15)

En pratique, on préfére choisir la condition la plus proche de celle du probléme initial, dans la mesure
ol ce choix simplifie expression de la fonction de Green associée.

e principe de causalité
Aucune condition initiale n’est associée au probleme de Green. S’y substitue le principe de causalité
qui exprime que 'impulsion émise & I'instant ¢ = ¢; n’a aucun effet aux instants antérieurs ¢ < tg
(relation de cause & effet). Ce principe se traduit mathématiquement par la condition:

[9(7 — 70,1 — tO)]t<tD =0

A.2.2 Probleme de Green fréquentiel
De facon similaire, on peut définir un probleme de Green dans le domaine des fréquences:
e équation

(A + k%) g(F = Fo,w) = —8(F— ) VFeQ (A.16)

e conditions aux limites

— conditions de Dirichlet homogénes
g(F —p,w) =0 Ve (A.17)

— conditions de Neumann homogénes

—

Vy(F— Fo,w).i=0 ¥ 7e o (A.18)

— conditions de Churchill homogénes

—

V(i — iy, w) - A+ ((F,w) g(F — fp,w) =0 V7 e IQ (A.19)
e conditions initiales

Pour les mémes raisons que dans le probléme général, les conditions initiales n’interviennent pas dans
le domaine fréquentiel.
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POSER ET RESOUDRE UN PROBLEME AUX LIMITES EN ACOUSTIQUE

A.3 Résolution par équations intégrales

Le champ cherché est exprimé sous la forme d’une équation intégrale obtenue en combinant le probleme
a résoudre avec le probléeme de Green associé. La démarche est analogue dans les domaines temporel et
fréquentiel.
A.3.1 Solution de I’équation des ondes

L’équation des ondes (cf. relation A.1) est multiplide par la fonction de Green g(¥ — vg,t — tg). Récipro-
quement, I’équation vérifiée par la fonction de Green est multipliée par la fonction p(r, o). Cette seconde
équation est ensuite soustraite a la premieére et, aprés intégration sur le domaine spatio-temporel considéré
Q X [tq,12], il vient:

/ / / avi / dto [g(F — 75,1 — 10) Mop(53, 1) — p(i, to) Aog (7 — 7ot — t0)]
?p(ro,t L 0%g(F—rp,t—t
/// dVO/ dto [g i To,t to) (67;02 0) p(ro’to) g(?“ a?;g 0)

_///deo /t dto s(r'é,to)g(F—r'é,t—to)+///deo/:2 dto 5(F = 1)8(t — to)p(ri, o) (A.20)

Le premier terme est simplifié grace au théoréme de Green:

] avato = st = 1) 80005, 10) - b5 t0) dag (7= 7.t~ t0)]
Q
= // dSy 7. [p(ra,to) Vog(F — 7, L — o) — g(F — 75,1 — to) Vop(ro, to)|  (A.21)
a0
De la méme facon, pour le second terme, on montre au moyen d’une intégration par parties® que:

to 82 .t 2 2 _
L p(70, o) L, 0%g(F =75, t —to)
dtg [9(7” — 79, t —to)——5— — p(70,t0)
/tl e e

ap(r_éa tO)
ot

(A.22)

L Og(F =gt —1)]"
_p(TOatO) g( 0 0):|

= [g(F—rB,t—to) p”

t1

En vertu du principe de causalité, la fonction de Green et sa dérivée sont nulles en ¢y = 15, par suite, il
reste:

to 82 .t 2 2 _
L p(70, o) L, 0%g(F =75, t —to)
dty [9(7” — 7, t —to)——5—= — p(r0, to)
/tl ot ot

ap(r_éa tO)
ot

9g(7 — 75,1 — o)
ot

= — [g(f’— 70,1 — o) — p(70, o) (A.23)

to=t1

Enfin, en tenant compte des propriétés de la distribution de Dirac, le dernier terme du second membre
de ’équation A.20 s’exprime:

ta
/// dVO/ dto 6(7?— T_é)é(t —to)p(r_é,to) = p(F,t) VFE Qett S [tl,tz]
Q t1

Il correspond au champ cherché.

5. 0u en remarquant que:
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POSER ET RESOUDRE UN PROBLEME AUX LIMITES EN ACOUSTIQUE

En recombinant ces différents termes une fois simplifiés, on en déduit la solution de I’équation des ondes:

ta
/// dVO/ dto S(T_é,to)g(F— T_é,t —to)
Q t1

ta
—|—// dSO/ dto 7_7: |:g(7?— T_é,t — to) VQp(T_é,to) — p(?“_é,to) Vog(f'— T_é,t — t0)1|
o0
Op(ro,t - Og(¥ — 7o, t —1
/// dVQ g 7“— To,t to) p( 0 0) p(ro,to) g( 0 0) (A24)
ot ot ety

Dans le second membre, le premier terme traduit Deffet des sources — dans 2 —, le second, celui des
conditions aux limites — sur 92 — et le troisiéme, celui des conditions initiales — appliquées a I'instant
to =1 —.

A.3.2 Solution de I’équation de Helmholtz

La solution du probléme de Helmholtz s’obtient par une procédure analogue a la solution de 1’équation des
ondes. L’équation d’Helmholtz et I’équation vérifiée par la fonction de Green sont respectivement multipliées
par les fonctions g(# — 7, w) et p(7),w). En soustrayant les deux équations ainsi obtenues et en intégrant le
résultat sur €2, il vient:

/// dVo [g(7 = 75,w) Bop(r5, w) = p(rd,w) Aog(F = 75, w)]

_///deo s(70,) g = o /// dVy 6(7 = 1%) p(r9,w)  (A.25)

Comme précédemment, le premier terme peut étre simplifié grace au théoreme de Green. Ensuite, on
effectue la derniére intégrale en appliquant les propriétés de la distribution de Dirac. Finalement, la solution

s’écrit:
/// dVy s(rg,w) (7 — rp, w)
o)
—1—// dSy 7. {g(f’— 70, w) V_’op(r_{),w) — p(r),w) V}g(f’— 70, W) (A.26)
Fl9)

On reconnait dans le premier terme Deffet des sources et dans le second, la contribution des conditions
aux limites. Le terme lié aux conditions initiales a disparu puisque dans le probleme fréquentiel elles sont
implicitement nulles.

Les intégrales de Kirchhoff et de Rayleigh exprimées dans le domaine temporel ou fréquentiel sont di-
rectement dérivées de ces solutions générales. La démarche qui y conduit est décrite dans les deux annexes
suivantes (cf. Annexes B & C).
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INTEGRALE DE KIRCHHOFF

B.1 Données du probleme de Kirchhoff

Dans le probleme de Kirchhoff, I’espace €2 est décomposé en deux sous-espaces 21 et Q5 qui sont séparés
par la surface 9. Toutes les sources sont contenues a l'intérieur de €3 et on cherche & exprimer le champ
acoustique présent dans Qs. Du point de vue du probléeme général exposé en annexe A, il s’agit donc de
résoudre 1’équation des ondes dans un espace €25 qui ne comporte aucun terme de source, c’est-a-dire que:

S(T_é,to) =0 V?“_é ceQyetty € [tl,tz]

Par ailleurs, on se place dans le cas ou les conditions initiales du probléme sont nulles. Le champ régnant a
I'intérieur de 25 doit étre nul & I'instant initial ¢; et & tous les instants antérieurs ¢ < t1. Pour vérifier cette
hypothese, il suffit de débuter la période d’observation a un instant ¢; ot I’onde émise par les sources situées
dans Q1 n’a pas encore atteint £25.

On reporte ’ensemble de ces données dans 'expression de la solution générale de 1’équation des ondes
établie en annexe A (cf. Equ. A.24). En I’absence de sources et de conditions initiales, il ne reste que le terme
lié aux conditions limites sur la frontiere 9€:

ta
p(f’,t):// dSo/ dty 7. [g(f’—r’é,t—to) Vop(r,to) — p(rs,to) vog(f_fo,t_to)} (B.1)
oL t1

Dans le domaine fréquentiel, il vient de méme *:

p(7,w) = // dSy 7. {g(f’— 70, W) V}p(r‘é,w) — p(rh, w) V}g(f’— r‘é,w)} (B.2)
Ie)

B.2 Choix de la fonction de Green

La forme finale de I'intégrale de Kirchhoff est obtenue en remplacant dans les équations B.1 et B.2, la
fonction g par une fonction de Green particuliere: la fonction de Green en champ libre qui est la solution du
probleme dans lequel on impose les conditions de Sommerfeld sur 9£2, c’est-a-dire "annulation de la pression
et de son gradient sur la frontiere du domaine considéré. Ces conditions traduisent un rayonnement dans un
espace infini — c’est-a-dire en champ libre —. La fonction de Green s’exprime dans le domaine temporel
comme [Bruneau, 1983]:

) (E — 7')
F— 7t —tg) = —< B.3
goo( 0 0) 47TR ( )
avec:
R = |F— 75|
T=1— to
Sa tranformée de Fourier — solution du probléeme fréquentiel associé — prend la forme:
e—JikR
F—ro,w) = B.4
goo( 0, ) 47TR ( )

On note que cette fonction de Green, qu’il s’agisse de sa forme temporelle ou fréquentielle, ne dépend
pas spécifiquement des vecteurs 7 et 7, mais seulement de la distance R. Par suite, on préfére la désigner
par le terme geo (R, — tp) oU goo (R, w).

Dans les intégrales des relations B.1 et B.2 intervient le gradient de la fonction de Green. Pour le calculer,
on utilise les résultats suivants:

1. La solution dans le domaine fréquentiel peut aussi étre obtenue sans avoir recours au probléme de Helmholtz, en effectuant
la Transformée de Fourier de la solution dans le domaine temporel.
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INTEGRALE DE KIRCHHOFF

En dérivant la fonction de Green — expressions B.3 et B.4 — par rapport a la variable R, il vient:

B [§(E-7)] _d(&E-7)  (E-7)

3R |T R | T ke 7
o— kR o— kR .

5% | R } =" (1+JjkR)

Il suffit alors de reporter ’ensemble de ces relations dans les équations B.1 et B.2. Pour ’expression dans
le domaine temporel (cf. Equ. B.1), I'intégrale sur le temps est effectuée en appliquant les propriétés de la
distribution de Dirac et de sa dérivée:

L] I R op(y,t) R .
t) = — dSopn. =V ty) — — ——— — — t B.5
p(7,1) . //an on R op(70,0) CRZ e R3 p(r0,t0) o (B.5)
Dans le domaine fréquentiel, on obtient:
2 dSy . | Vop(r s o) B er) B.6
pre) = [[ sy | Faps,) = o) 15 (04 7kR) S (B.)

On reconnait bien les formulations temporelle et fréquentielle de I'intégrale de Kirchhoff.

B.3 Spécificités de I'approche de Kirchhoff

De cette démonstration, on retiendra que ’approche de Kirchhoff se démarque par deux points spécifiques:

o la géométrie de la frontiere 9Q qui doit étre une surface fermée,
e et le choix de la fonction de Green — fonction de Green en champ libre —.

(Cest en jouant sur ces deux points que 'on pourra dériver d’autres formulations...

B.4 Propriétés de l'intégrale de Kirchhoff

Au chapitre 3, 'intégrale de Kirchhoff est interprétée comme une distribution de sources secondaires
permettant de restituer onde originale en ’absence des sources primaires. Sa valeur exprime ’onde rayonnée
par un ensemble de sources réparties le long de 952 et alimentées par I'onde primaire incidente. Cependant,
on ne s’est intéressé qu’au champ rayonné dans €25, les sources primaires étant contenues a 'intérieur de €.
L’espace des sources et ’espace de restitution constituent donc deux domaines distincts. Or; deux questions
viennent a ’esprit:

— quel est le champ induit dans €y par les sources secondaires?

— que se passe-t-il lorsque les sources primaires sont situées dans €257

En fait, ces deux situations se réféerent au méme probleme mathématique: que devient I'intégrale de Kirchhoff
quand les espaces des sources et de restitution sont confondus?

Pour répondre a cette question, 1l faut se reporter a la résolution générale d’un probléme aux limites qui
a été exposée en annexe A. On cherche a exprimer le champ induit dans €2, par la distribution de sources
le long de 9. Reprenons la premiére expression de I’équation-intégrale? (cf. Equ. A.20). Le probléme est
résolu dans le domaine €25, 'intégrale triple porte donc sur Q5 au lieu de Q. Comme €25 ne contient pas de
sources primaires, le terme lié aux sources disparait. De plus, dans le probléme de Kirchhoff, les conditions
initiales sont supposées nulles. Par suite, dans 1’équation-intégrale A.20, 1l ne subsiste que deux termes:

ta
/// av / dto [9(F = 75,1 — to) Aap(#, to) — p(¥5, to) Aog (7 — 10, t — 10)]
Q t1

:///deo /tt dtg 8(7— 70)8(t — to)p(ro,to) (B.7)

2. Dans le raisonnement qui suit, on s’est limité au probléme temporel, les résultats pouvant étre aisément étendus au domaine

fréquentiel.
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INTEGRALE DE KIRCHHOFF

Dans le membre de gauche, I'intégrale triple est remplacée par une intégrale double sur 92 grace au théoreme
de Green et on obtient I'intégrale de Kirchhoff. Jusqu’a présent, nous avons implicitement supposé que dans
I’argument de la distribution de Dirac, le point # appartenait au domaine €25. Or, rien ne nous interdit de
prendre le point 7 dans €21 — seule la variable d’intégration 7) est cantonnée au domaine 25 —, mais, en ce
cas, la régle de calcul dictée par la théorie des distributions est:

/:2 f(z) 6(x — zp) do = { g(xO) L

six & [x1, 29

Il s’ensuit que, pour étre complet, il faut écrire:
t A
2 - o o _ 0 817“691, VtE[tl,tz]
///Q o /t dto §(7 = 7o)6{t —to)p(7o, o) = { p(Ft) s 7 E Qy, Wt E [, o]

L’équation-intégrale B.7 devient ainsi:

J[ s . [ptri.t0) Fagtr = st = t0) = o7 = st = 1) Tl )]
o0

_{ 0 SiFEQl,VtE[tl,tz]

= p(it) siFeQ Vil Y

Ce résultat signifie que, dans la configuration ou les sources primaires sont contenues dans {21, le champ
rayonné par les sources secondaires réparties le long de 02 est nul dans 21, tandis que dans €4, il correspond a
I’onde primaire. Plus généralement, des lors que les sources primaires et le point de restitution 7 appartiennent
au méme domaine — €7 ou s —, 'intégrale de Kirchhoff s’annule. Cette propriété a deux conséquences

pratiques:

— pour la prise de son, les sources situées dans ’espace de restitution ne sont pas prises en compte,
puisque leur contribution dans I'intégrale de Kirchhoff est nulle,

— pour la restitution, les sources secondaires ne perturbent pas le champ présent dans ’espace des sources.
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INTEGRALE DE RAYLEIGH

C.1 Géométrie du probleme de Rayleigh

Le probleme de Rayleigh est basé sur les mémes données que le probleme de Kirchhoff, a savoir:
— D’espace entier €2 est décomposé en deux domaines €2y et 5,
v , . L
— on s’intéresse au champ présent dans le domaine €25 ne contenant aucune source primaire,
— les conditions initiales sont supposées nulles dans €25.

Par suite, la solution est exprimée & partir de la méme équation-intégrale (cf. Equ. B.1 & B.2) corres-
pondant & la solution d’un probléme aux limites dont on n’a retenu que le terme 1ié aux conditions limites.
La différence entre les deux probléemes réside dans leur géométrie: dans le cas du probléeme de Rayleigh, 2
est en fait décomposé en deux espaces semi-infinis séparés par un plan infini J€2. L’espace étant muni d’un
repére orthonormé (ox, oy, 0z), les axes sont choisis de telle sorte que I’axe oz soit normal au plan 9. Par
commodité, 'origine du repére est placée sur 92 qui est ainsi décrit par I’équation:

z2=0
Dans ces conditions, la solution du probléme s’écrit:

e dans le domaine temporel

+ oo + oo to
p(7, 1) = / da:o/ dyo/ dtg i.[ g(7 — ro, t — to) Vop(¥o,to)
— — 00 t1

oQ

— p(ro,t0) Vog(F — 75,1t —t0) | (C.1)

e dans le domaine fréquentiel

+oo +oo
p(Fw) = / da:o/ dyo 7.[ g(F — #y,w) Vop(r,w) — p(ro,w) Vog(7 — #h,w) ] (C.2)

— 00 — 00
Dans ces deux expressions, les coordonnées du vecteur rj sont de la forme:

Lo

To | Yo
ZQIO

et la normale 7 est colinéaire & 1’axe oz.

C.2 Choix de la fonction de Green

De la géométrie du probleme découle le choix de la fonction de Green g. Elle incite en effet & utiliser, au
lieu de la fonction de Green en champ libre g, la fonction de Green en espace semi-infini vérifiant sur le
plan 9 soit la condition de Dirichlet homogene (cf. Equ. A.13 ou A.17), soit la condition de Neumann de
homogene (cf. Equ. A.14 ou A.18). Imposer ces conditions revient & substituer dans le probléme de Green au
plan 99 une paroi parfaitement réfléchissante — condition de Neumann: annulation de la vitesse particulaire
et doublement de la pression — ou parfaitement souple — condition de Dirichlet: annulation de la pression
et doublement de la vitesse particulaire —. Ce choix est possible puisque les conditions limites du probléme
de Green sont fixées indépendamment du probléme initial.

Les fonctions de Green en espace semi-infini sont exprimées a partir de la fonction de Green en champ
libre en appliquant la méthode des sources images. On rappelle que la fonction de Green ¢(¥ — 75, — o)
représente la pression induite au point 7 par un monopole impulsionnel situé en rj. Lorsque ce monopole
est placé dans un espace semi-infini limité par un plan parfaitement réfléchissant, au point 7 se superposent
I’onde directe et la réflexion générée par la surface réfléchissante. Or, cette réflexion peut étre vue comme
I’onde émise par une source située au point symétrique de 75 par rapport au plan 9Q, soit 7', et qui constitue
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source image ! monopole

Fia. C.1 - Calcul de la fonction de Green en espace semi-infini par la méthode des sources images

la source image du monopole (cf. Fig. C.1). Par suite, il est équivalent de considérer un monopole rayonnant
dans un espace semi-infini ou deux monopoles — la source réelle et sa source image — rayonnant dans
I’espace infini, le plan 02 étant virtuellement supprimé. Dans le second cas, ’onde rayonnée par chacun de
deux monopoles correspond & la fonction de Green en champ libre. La fonction de Green en espace semi-infini
vérifiant la condition de Neumann, soit ¢;, s’obtient donc en sommant les ondes induites par le monopole
situé en 77 et sa source image en 77’

(C.3)

avec:

Dans le cas d’une paroi parfaitement réfléchissante; la réflexion se fait sans changement de signe. Si la
surface est au contraire parfaitement souple, 'onde réfléchie subit un changement de signe. Pour calculer la
fonction de Green en espace semi-infini satisfaisant la condition de Dirichlet, soit la fonction de Green gs, on
applique donc la méme méthode que précédemment en ayant soin d’affecter un signe négatif a la contribution
de la source image:

S(E-7) (E-7)
Pt —tg) = —2 ERRANF: C.A4
927 =10 = to) = =g AT R/ ©4

L’expression des fonctions de Green g; et go se simplifie lorsque le point 7y appartient au plan 9. En

ce cas, le monopole et sa source image par rapport a 92 sont en effet confondus et il vient:

) B . R S(E—
G (F=—rit—ty) = 2Xgoo(r_r0’t_t0):% si g € 09
g2(F—7r0,t—1) = 0

On vérifie bien que, sur la frontiere 98, la pression est doublée dans le premier cas (g1), tandis qu’elle
s’annule dans le second (gz). Ces résultats sont utilisés dans I'intégrale de I’équation C.1 puisque le point 7
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décrit le plan 9. On a aussi besoin de connaitre le gradient des fonctions g1 et gs évalués sur 9 [Bruneau,

1983]:

{ Yog1(r—ro,t—to) 0 si 7 € 00

vng(F—T_é,t—to) = QXVQgOO(F—T_é,t—tQ)I—%(5%%—7’)4—%6(%—7’)
Comme prévu, sur la frontiere 92, la vitesse particulaire s’annule dans le premier cas (ﬁogl) et est doublée
dans le second (ﬁogz). En outre, ces calculs permettent de vérifier que les fonctions de Green g1 et g
satisfont respectivement a la condition de Dirichlet et de Neumann sur 9€Q.

L’intégrale de Rayleigh I est obtenue en appliquant dans I’équation C.1 la fonction de Green g;. Comme
son gradient s’annule sur 0f2, il ne reste que le premier terme de I'intégrand:

+oo +oo ta .
/ dl‘o/ dyo/ dto ﬁ.VQp(T_é,to) gl(F— T_é,t — to)
— 00 t1

— 00

+oo ta
= / dl‘o/ dto 7_7:
— 00 t1

qui, une fois effectuée I'intégration sur le temps en appliquant la définition de la distribution de Dirac,

devient:
1 + oo + oo
Ft) = — d d
=g [ de [ du

oQ — 00

p(7,1)

- (& 7
Vop(7o,t0) M

o TR (C.5)

Vop(ro, t
7 op(r ) 0)

n (C.6)

— R
to=t— L

Pour I'intégrale de Rayleigh II, on procéde de la méme fagon en substituant a g; la fonction de Green go dans
I’équation C.1. La fonction g, s’annulant sur 92, il ne reste cette fois que le second terme de I'intégrand:

+ oo + oo to
p(F,t) = —/ dl‘o/ dyo/ dto p(?“_é,to) ﬁ.VQgQ(F— T_é,t —to)
— 00 — 00 t1
oo oo 2 R R R R
= d d dt 0,t0) 1. M= —7) = —= (= —
/_Oo l‘o/_oo Yo /t1 o p(ro,to) 7 w2 (C 7) e (C T)+
1 [t oo R [1 9plro,te) 1
= —— d dyo .= |— 2 5t .
2m /—oo xo/—oo o R |:CR 3150 * R2 p(ro’ 0) to=t— & (C 7)

Les expressions dans le domaine fréquentiel des deux intégrales de Rayleigh peuvent étre obtenues soit
a partir de 1’équation C.2 dans laquelle on introduit les fonctions de Green fréquentielles g1 ou gs, soit
directement par transformée de Fourier des intégrales temporelles C.6 et C.7. Ces calculs n’apportant pas
d’élément nouveau, nous ne les développerons pas ici.

C.3 Propriétés de l’'intégrale de Rayleigh

Bien qu’elle dérive d’une approche similaire a 'intégrale de Kirchhoff, I'intégrale de Rayleigh s’en distingue
par des propriétés spécifiques liées a la géométrie de la partition de I’espace et au choix de la fonction de
Green.

Dans la représentation de Rayleigh, la distribution des sources secondaires est simplifiée puisqu’une seule
catégorie de transducteurs — monopolaires ou dipolaires — est nécessaire. Mais on perd la distinction entre
les deux sous-espaces €1 et Q5. On a vu que l'intégrale de Kirchhoff s’annule pour des sources primaires
situées dans ’espace de restitution. Or 'intégrale de Rayleigh ne posseéde plus cette propriété, le choix de la
fonction de Green symétrise en effet le probleme de telle sorte que 'espace {21 est 'exacte réplique de Q.
Deux conséquences en découlent:

e 2 la restitution, les sources secondaires — de directivité monopolaire ou dipolaire — rayonnent la méme
onde de part et d’autre du plan 992 et leur émission perturbe donc 1’onde primaire,
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e 2 la prise de son, 1l est imposible de discriminer deux sources primaires placées symétriquement des
deux coté de 0%, par suite, on ne peut s’affranchir de la contribution d’une source primaire présente
dans ’espace de restitution.
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APPROXIMATION DE LA PHASE STATIONNAIRE

Fig. D.1 - Exemple typique de I’évolution de la phase ¢(yo) (ys repére le point de phase stationnaire)

D.1 Principe

La méthode de la phase stationnaire a été développée pour évaluer des intégrales de la forme:

10 = / F(o) €95 dy, (D.1)

ot a, b, f(yo), #(yo), Yo et A prennent des valeurs réelles. Dans cette expression, on remarque la forme
particuliére de l'intégrand. Le terme ei*?(¥0) est purement oscillatoire, le paramétre A jouant le role du
facteur de dilatation des oscillations. Ainsi, lorsque A est grand, ce terme décrit de nombreuses oscillations
sur lintervalle d’intégration [a, b]. On prévoit donc qu’en ce cas, les oscillations positives et négatives vont
s’annuler dans 'intégration et qu’il est possible d’exploiter ces résultats pour approcher la valeur de 'intégrale
et définir sa limite asymptotique (A — 0)...

Nous allons préciser cette idée a partir des figures D.1 et D.2. La figure D.1 montre un exemple typique
d’évolution d’un terme de phase ¢(yp). L’abscisse y; repére le point de phase stationnaire qui correspond au
maximum de la fonction ¢(yg). Pour cet exemple, la figure D.2 reproduit les variations du terme cos[A¢(yo)]
associé & une faible (A = 1) et & une grande (A = 10) valeur de A. Dans le second cas, on se rend compte
que, dés que le nombre d’oscillations devient important, les alternances positives et négatives se compensent
lorsque l'on intégre la fonction cos[A¢(yo)], de telle sorte qu’il ne reste que la contribution du voisinage du
point stationnaire et des bornes de l'intervalle d’intégration (cf. Fig. D.2). Par suite, une valeur approchée
de I'intégrale est obtenue en restreignant le domaine d’intégration au voisinage de ces trois points. En fait,
on montre au moyen d’une intégration par parties que la contribution des bornes a et b est en %, alors que
celle du point stationnaire est en \/LX Pour X grand, cette derniére prédomine donc et la limite asymptotique

de Pintégrale T(\) s’écrit:

Yste )
IA) —  lm Flyo) €219 dy (D.2)

A—00 e—=0 Ys—¢
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cos[A O(yo)]

Yo

Yo

(b) A =10

F1Gc.D.2- Tracé de la fonction cos[A¢(yo)] pour deux valeurs de A: Tllustration du principe de ’approximation
de la phase stationnaire
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D.2 Dérivation de la limite asymptotique de P’intégrale

L’intégrale de I’équation D.2 est évaluée a partir d’un développement limité — développement de Tay-
lor — de I'intégrand au voisinage du point stationnaire y;:

Flyo) e820Wo) ~ p(y,) FAPe)+3 6" (vs) (vous)?]

Dans le développement du terme de phase, le terme du premier ordre disparait puisque, par définition du
point de phase stationnaire, on a:

¢/(ys) =0
Par suite, il vient:
yste . 10 2
I\) —  lim Flys) eMewe)ts 67(we) (vo—uo)] gy, (D.3)

A—00 e—=0 Ys—¢

Grace a plusieurs changements de variable [Murray, 1974], on se raméne & une intégrale de la forme:

+oo s
/ eTin dn
— 00

qui se calcule en appliquant le théoréme de Cauchy [Murray, 1974]:
too . 2 -
/ eI dy = /7 et

—00

Finalement, on obtient:

2w : : " ™
T(\ N — fly,) e tsigneldlye)] § D.4
W= e (D.4)

Cette expression constitue la limite asymptotique de I'intégrale I(A) et définit ’approximation de la Phase
Stationnaire.

D.3 Application aux intégrales de Kirchhoff et Rayleigh

D.3.1 Validité de 'approximation

Dans le cadre des intégrales de Kirchhoff et Rayleigh, 'approximation de la phase stationnaire est appli-
quée a une intégrale de la forme:

+eo .
7 :/ Fwo) eI 2Wo)
-0
ol le terme de phase s’écrit:

o(yo) = —k(R1 + Ra)

avec ~

{ Rl = \/(l‘o - xm)z + (yO - ym)2 + (ZO - Zm)2
Ry = /(zo—2)2 + (yo — )% + (20 — 2)?

En ce cas, la condition sur A n’intervient pas dans la mesure ol les bornes d’intégration sont repoussées
4 Pinfini. En effet, lorsque la variable yy tend vers Uinfini, le terme e/%(¥0) présente une infinité d’oscillations,
ce qui justifie Papproximation de la phase stationnaire:

[o [ =20 f(y,) eitotwatsonle” W] 5) (D.5)

|9 (ys )|

1.Onra elle que les vecteurs s m, o et 7 re erent respectivement les positions de la source primaire, d’'une source secondaire
s 0 )
et du pOth d’écoute.
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D.3.2 Point de phase stationnaire

On veut expliciter ’équation D.5. Dans ce but, nous allons déterminer le point de phase stationnaire. Le
terme de phase s’exprime:

¢(y0) = —k[V/ (2o = 2m)? + (g0 = ym)? + (20 = 2m)* + V(20 = 2)2 + (90 — 9)* + (20 — 2)?]

On calcule ses dérivées premieére et seconde relativement & yg:

O(yo) = —k(BRPe + 550 . .
¢ (yo) = —k | {Fe=tmlprComtnls y [Bomel o)

La condition:
¢'(yo) =0

donne:

ye = By + Raym
’ Ri+ Ry

Dans le cas ou la source primaire et le point d’écoute appartiennent au méme plan horizontal, soit le plan
défini par:
y=20

on vérifie que:
Ys = 0

c’est-a-dire que le point de phase stationnaire appartient aussi a ce plan. Dans tout ce qui suit, on se limite
a ce cas, ce qui simplifié avantageusement les calculs.

D.3.3 Approximation de I'intégrale

Avec:
Ym =y =ys =0

on obtlent:

{ Ry, = Rylyo=y, =/ (20 = 2m)” + (20 = 2m)’
Ry, = Ry lyg=y. = /(w0 — 2)° + (20 — 2)°

Par suite, il vient:

ey v
¢ (ys)__k (Rls + RZS)

En reportant ces résultats dans I’équation D.5, on en déduit ’expression approchée de I'intégrale I:

o7 | Ri R .
T~ )2 et X Jk(Ri+HRz,) D.6
Vik VR g Ry T (D-6)
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ROUTINES MATLAB DE SIMULATION DE L’HOLOPHONIE

E.1 Introduction

Cette annexe reproduit les routines Matlab utilisées pour simuler le procédé holophonique et qui ont été
développées par I'auteur au cours du travail de these.
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E.2 Intégrale de Rayleigh I

function p = rayleighi(R1,R2,N,d1,Rr,f0,Fe,Nf)

% function p = rayleighi(R1,R2,N,d1l,Rr,f0,Fe,Nf)

% ——-> simulation d’un champ acoustique synthetise
% selon 1’integrale de Rayleigh 1

% (distribution 1D de sources secondaires:

% droite ou cercle)

% ARGUMENTS: #* R1 = [x1 position de la source primaire
% yi

% z1]

% * R2 = [x2 ... position des sources secondaires
hy2 ...

% z2 ...]

% * N = [nx ... normale au reseau de sources

% ny ... secondaires

% nz ...]

% * dl element d’integration

% * Rr = [xr ... position des recepteurs

% yr ...

% zr ...]

% * f0 = £ / Fe frequence centrale de 1’impulsion
% gaussienne

% * Fe frequence d’echantillonnage

% * Nf nombre de points de calcul de la FFT

% RESULTAT: * p champ de pression restitue

% &&&&&y&&LLLLELLL&LE PARAMETRES
% Impulsion

h = feval(’impgauss’, £0) ;
H(1,1,:) = ££t(h,Nf) ;

% Position de la source

x1 = R1(1) ;
y1l = R1(2) ;
z1 = R1(3) ;

% Position des sources secondaires

x2 = R2(1,:) ;
y2 = R2(2,:) ;
z2 = R2(3,:) ;
Ns = size(R2,2) ;

% Normale
nx = N(1,:) ;
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ny =

nz

%

xr
yr
zZr

Nr

h
K
k1
k2
k(

A

h
D1

h
c1

h

D2
D2
D2
D2

jk

D

jkD = j .* ( repmat(k, [Ns Nr 1]) .* repmat(D, [1 1 Nf]) ) ;

N(2,:) ;
N(3,:) ;

Position des recepteurs
= Rr(1,:) ;
= Rr(2,:) ;
Rr(3,:) ;

size(Rr,2) ;

Points frequentiels

= pi * Fe / 340. ;

linspace(0,K, Nf/2 + 1 ) ;

= linspace(-K,0, Nf/2 + 1 ) ;

1,1,:) = [k1(1:(N£/2)),0.,k2(2: (N£/2))] :

& &8 &8s &8s s&&&s CALCULS

Distance source laire / srces 2aires
= sqrt( (x2-x1).72 + (y2-y1)."2 + (22-21).72 ) ;

Angle source laire / srces 2aires

= (x2-x1) .* nx + (y2-yl1) .* ny + (z2-z1) .* nz ;

Distance sources 2aires / recepteurs
= ( repmat(xr, [Ns 1]) - repmat((x2.’), [1 Nrl) )."2 ;

= D2 + ( repmat(yr, [Ns 1]) - repmat((y2.’), [1 Nr]l) )."2 ;
= D2 + ( repmat(zr, [Ns 1]) - repmat((z2.’), [1 Nr]l) )."2 ;

sqrt(D2) ;

D1 = j .* ( repmat(k, [Ns 1 1]) .# repmat((D1.’), [1 1 Nf]) ) ;

= repmat((D1.’), [1 Nr]l) + D2 ;

Pression induite par 1l’ensemble des sources secondaires
=-C1 ./ (D1.73)

repmat((P.’), [1 Nr]l) ./ D2 ;

repmat(P, [1 1 Nf]) .* repmat(H, [Ns Nr 1]) ;

P .* (1 + repmat(jkD1, [1 Nr 1)) .* exp( - jkD ) ;

Sommation des contributions des sources secondaires
= sum(P,1) ;
= shiftdim(P,1) ;

Retour dans le domaine temporel
= ifft(P,Nf,2) ;

= real(p) ;

(dl / (2%pi) ) .*xp ;
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E.3 Intégrale de Rayleigh II

function p = rayleigh2(R1,R2,N,d1,Rr,£0,Fe,Nf)

% function p = rayleigh2(R1,R2,N,dl,Rr,f0,Fe,Nf)

% ——-> simulation d’un champ acoustique synthetise
% selon 1’integrale de Rayleigh 2

% (distribution 1D de sources secondaires:

% segment ou cercle par exemple)

% ARGUMENTS: #* R1 = [x1 position de la source primaire
% yi

% z1]

% * R2 = [x2 ... position des sources secondaires
hy2 ...

% z2 ...]

% * N = [nx ... normale au reseau de sources

% ny ... secondaires

% nz ...]

% * dl element d’integration

% * Rr = [xr ... position des recepteurs

% yr ...

% zr ...]

% * f0 = £ / Fe frequence centrale de 1’impulsion
% gaussienne

% * Fe frequence d’echantillonnage

% * Nf nombre de points de calcul de la FFT

% RESULTAT: * p champ de pression restitue

% &&&&&y&&LLLLELLL&LE PARAMETRES
% Impulsion

h = feval(’impgauss’, £0) ;
H(1,1,:) = ££t(h,Nf) ;

% Position de la source

x1 = R1(1) ;
y1l = R1(2) ;
z1 = R1(3) ;

% Position des sources secondaires

x2 = R2(1,:) ;
y2 = R2(2,:) ;
z2 = R2(3,:) ;
Ns = size(R2,2) ;

% Normale
nx = N(1,:) ;
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ny = N(2,:) ;
nz = N(3,:) ;

% Position des recepteurs
xr = Rr(1,:) ;

yr = Rr(2,:) ;
zr = Rr(3,:) ;
Nr = size(Rr,2) ;

% Points frequentiels

K = pi * Fe / 340. ;

k1 linspace(0,K, Nf/2 + 1 ) ;

k2 = linspace(-K,0, Nf/2 + 1 ) ;

k(1,1,:) = [k1(1:(N£/2)),0.,k2(2: (N£/2))] :

% &&&&&&LELLLELL&ELEE CALCULS

% Distance source laire / srces 2aires
D1 = sqrt( (x2-x1).72 + (y2-y1)."2 + (22-21).72 ) ;

% Distance sources 2aires / recepteurs

D2 = ( repmat(xr, [Ns 1]) - repmat((x2.’), [1 Nr]l) )."2 ;

D2 = D2 + ( repmat(yr, [Ns 1]) - repmat((y2.’), [1 Nrl) )."2 ;
D2 = D2 + ( repmat(zr, [Ns 1]) - repmat((z2.’), [1 Nr]l) )."2 ;
D2 = sqrt(D2) ;

% Angle sources 2aires / recepteurs

€2 = ( repmat(xr, [Ns 1])-repmat((x2.’), [1 Nrl) ) .* repmat((nx.’), [1 Nrl) ;

€2 = C2 + ( repmat(yr, [Ns 1]) - repmat((y2.’), [1 Nrl) ) .* repmat((ny.’), [1 Nrl) ;
€2 = C2 + ( repmat(zr, [Ns 1]) - repmat((z2.’), [1 Nrl) ) .* repmat((nz.’), [1 Nrl) ;

jkD2 = j .* ( repmat(k, [Ns Nr 1]) .* repmat(D2, [1 1 Nf]) ) ;

D = repmat((D1.’), [1 Nr]) + D2 ;
jkD = j .* ( repmat(k, [Ns Nr 1]) .* repmat(D, [1 1 Nf]) ) ;

% Pression induite par 1l’ensemble des sources secondaires
P=-(cC2 ./ (D2.73)) ./ repmat((D1.’), [1 Nrl) ;

= repmat(P, [1 1 Nf]) .* repmat(H, [Ns Nr 1]) ;

P .* (1 + jkD2) .* exp( - jkD ) ;

jav Bl v ]
no

% Sommation des contributions des sources secondaires
P = sum(P,1) ;
P = shiftdim(P,1) ;

% Retour dans le domaine temporel
p = ifft(P,Nf,2) ;

p = real(p) ;

p=1(dl / (2%pi) ) .*xp ;

419



ROUTINES MATLAB DE SIMULATION DE L’HOLOPHONIE

E.4 1Intégrale de Rayleigh I avec I’approximation de la Phase Sta-
tionnaire

function p = rayliPStheo(R1,R2,N,d1,Rr,f0,Fe,Nf)

% function p = rayliPStheo(R1,R2,N,dl,Rr,f0,Fe,Nf)

%

% ——-> simulation d’un champ acoustique synthetise
% selon 1’integrale de Rayleigh 1

% et prenant en compte 1’APPROXIMATION DE LA
% PHASE STATIONNAIRE

% (distribution 1D de sources secondaires:

% droite ou cercle)

%

% ARGUMENTS: #* R1 = [x1 position de la source primaire
% yi

% z1]

% * R2 = [x2 ... position des sources secondaires
hy2 ...

% z2 ...]

% * N = [nx ... normale au reseau de sources

% ny ... secondaires

% nz ...]

% * dl element d’integration

% * Rr = [xr ... position des recepteurs

% yr ...

% zr ...]

% * f0 = £ / Fe frequence centrale de 1’impulsion
% gaussienne

% * Fe frequence d’echantillonnage

% * Nf nombre de points de calcul de la FFT

% RESULTATS: # p champ de pression restitue avec

% approximation de la phase stationnaire
% theorique

% &&&&&y&&LLLLELLL&LE PARAMETRES
% Impulsion

h = feval(’impgauss’, £0) ;
H(1,1,:) = ££t(h,Nf) ;

% Position de la source

x1 = R1(1) ;
y1l = R1(2) ;
z1 = R1(3) ;

% Position des sources secondaires
x2 = R2(1,:) ;
y2 = R2(2,:) ;
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z2

R2(3,:) ;

Ns size(R2,2) ;

% Normale

nx = N(1,:) ;
ny = N(2,:) ;
nz = N(3,:) ;

% Position des recepteurs
xr = Rr(1,:) ;

yr = Rr(2,:) ;
zr = Rr(3,:) ;
Nr = size(Rr,2) ;

% Points frequentiels

K = pi * Fe / 340. ;

k1 = linspace(0,K, Nf/2 + 1 ) ;

k2 = linspace(-K,0, Nf/2 + 1 ) ;

k(1,1,:) = [k1(1:(N£/2)),0.,k2(2: (N£/2))] :

% &&&&&&LELLLELL&ELEE CALCULS

% Distance source laire / srces 2aires
D1 = sqrt( (x2-x1).72 + (y2-y1)."2 + (22-21).72 ) ;

% Angle source laire / srces 2aires
Cl = (x2-x1) .* nx + (y2-y1) .* ny + (22-z1) .* nz ;

% Distance sources 2aires / recepteurs

D2 = ( repmat(xr, [Ns 1]) - repmat((x2.’), [1 Nr]l) )."2 ;

D2 = D2 + ( repmat(yr, [Ns 1]) - repmat((y2.’), [1 Nrl) )."2 ;
D2 = D2 + ( repmat(zr, [Ns 1]) - repmat((z2.’), [1 Nr]l) )."2 ;
D2 = sqrt(D2) ;

jkD1 = j .* ( repmat(k, [Ns 1 1]) .#* repmat((D1.’), [1 1 Nf]) ) ;

D = repmat((D1.’), [1 Nr]) + D2 ;
jkD = j .* ( repmat(k, [Ns Nr 1]) .* repmat(D, [1 1 Nf]) ) ;

% Correction de la phase stationnaire (theorique)

E(1,1,1) = 0. ;

E(1,1,2:(Nf/2)) 1 ./ ( sqrt(j) * sqrt(k(1,1,2:(N£/2))) ) ;
E(1,1,(Nf/2)+1) = 0. ;

Eneg = flipdim(E(1,1,2:(N£/2)),3) ;
E(1,1,((Nf/2)+2):Nf) = real(Eneg) - j * imag(Eneg) ;

% Pression induite par 1l’ensemble des sources secondaires

P=-c¢C1./ (D1.73) ;
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P = repmat((P.’), [1 Nr]) ./ D2 ;
repmat(P, [1 1 Nf]) .* repmat(H, [Ns Nr 1]) ;
=P .x (1 + repmat(jkD1, [1 Nr 1])) .* exp( - jkD ) ;

jav e v}
non

% approximation de la phase stationnaire
P =P .* repmat(sqrt( (repmat((D1.’), [1 Nr]) .* D2) ./ D), [1 1 Nf]) ;
P =P .% repmat(E, [Ns Nr 1]) ;

% Sommation des contributions des sources secondaires
P = sum(P,1) ;
shiftdim(P,1) ;

o
1]

% Retour dans le domaine temporel
p = ifft(P,Nf,2) ;

p = real(p) ;

p=(dl / sqrt(2*pi) ) .* p ;
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E.5 Intégrale de Rayleigh Il avec I’approximation de la Phase
Stationnaire

function [p3,pi1,p2] = rayl2PStheo(R1,R2,N,d1l,Rr,f0,Fe,Nf)

% function [p3,pl,p2] = rayl2PStheo(R1,R2,Rr,N,d1,f0,Fe,Nf)

%

% ——-> simulation d’un champ acoustique synthetise
% selon 1’integrale de Rayleigh 2

% et prenant en compte 1’APPROXIMATION DE LA
% PHASE STATIONNAIRE

% (distribution 1D de sources secondaires:

% segment ou cercle par exemple)

%

% ARGUMENTS: # R1 = [x1 position de la source primaire
% yi

% z1]

% * R2 = [x2 ... position des sources secondaires
hy2 ...

% z2 ...]

% * N = [nx ... normale au reseau de sources

% ny ... secondaires

% nz ...]

% * dl element d’integration

% * Rr = [xr ... position des recepteurs

% yr ...

% zr ...]

% * f0 = £ / Fe frequence centrale de 1’impulsion
% gaussienne

% * Fe frequence d’echantillonnage

% * Nf nombre de points de calcul de la FFT

% RESULTATS: # pl champ de pression restitue avec

% approximation de la phase stationnaire
% theorique

% &&&&&&B&LLLLLLL&L&E PARAMETRES
% Impulsion

h = feval(’impgauss’, £0) ;
H(1,1,:) = ££t(h,Nf) ;

% Position de la source

x1 = R1(1) ;
y1l = R1(2) ;
z1 = R1(3) ;

% Position des sources secondaires
x2 = R2(1,:) ;
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y2 = R2(2,:) ;
z2 = R2(3,:) ;
Ns = size(R2,2) ;

% Normale

nx = N(1,:) ;
ny = N(2,:) ;
nz = N(3,:) ;

% Position des recepteurs
xr = Rr(1,:) ;

yr = Rr(2,:) ;
zr = Rr(3,:) ;
Nr = size(Rr,2) ;

% Points frequentiels
K = pi * Fe / 340. ;

k1 = linspace(0,K, Nf/2 + 1 ) ;
k2 = linspace(-K,0, Nf/2 + 1 ) ;

k(1,1,:) = [k1(1:(N£/2)),0.,k2(2: (N£/2))] ;

% &&&&&8L&ELLELLL&LEE CALCULS

% Distance source laire / srces 2aires
D1 = sqrt( (x2-x1).72 + (y2-y1)."2 + (22-21).72 ) ;

% Distance sources 2aires / recepteurs

D2 = ( repmat(xr, [Ns 1]) - repmat((x2.’), [1 Nrl) ). 2 ;

D2 = D2 + ( repmat(yr, [Ns 1]) - repmat((y2.’), [1 Nr]) )."2 ;
D2 = D2 + ( repmat(zr, [Ns 1]) - repmat((z2.’), [1 Nr]) )."2 ;

D2

sqrt(D2) ;

% Angle sources 2aires / recepteurs
€2 = ( repmat(xr, [Ns 1])-repmat((x2.°), [1 Nrl) ) .* repmat((nx.’), [1 Nrl) ;

€2 = C2 + ( repmat(yr, [Ns 1]) - repmat((y2.’), [1 Nrl) ) .* repmat((ny.’), [1 Nrl) ;
€2 = C2 + ( repmat(zr, [Ns 1]) - repmat((z2.’), [1 Nrl) )

jkD2 = j .* ( repmat(k, [Ns Nr 1])

D = repmat((D1.’), [1 Nr]) + D2 ;

.* repmat(D2, [1 1 Nf]) ) ;

jkD = j .* ( repmat(k, [Ns Nr 1]) .* repmat(D, [1 1 Nf]) ) ;

% Correction de la phase stationnaire (theorique)

E(1,1,1) = 0. ;
E(1,1,2:(Nf/2))
E(1,1,(Nf/2)+1) = 0. ;

Eneg = flipdim(E(1,1,2:(N£/2)),3) ;

1./ ( sqrt(j) * sqrt(k(1,1,2:(Nf/2))) ) ;

E(1,1,((Nf/2)+2):Nf) = real(Eneg) - j * imag(Eneg) ;

% Pression induite par 1l’ensemble des sources secondaires
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approximation de la phase stationnaire

- (c2 ./ (D2.73)) ./ repmat((D1.’), [1 Nrl) ;
repmat(P, [1 1 Nf]) .* repmat(H, [Ns Nr 1]) ;

P .* (1 + jkD2) .* exp( - jkD ) ;

P .* repmat(sqrt( (repmat((D1.’), [1 Nr]l) .* D2) ./ D), [1 1 Nf]) ;

P .* repmat(E, [Ns Nr 1]) ;

Sommation des contributions des sources secondaires

Retour dans le domaine temporel

sum(P,1) ;
shiftdim(P,1) ;

ifft(P,Nf,2)
real(p) ;
( dl / sqrt(2*pi) )

kK p o
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E.6 Intégrale de Rubinowicz

function p = rubinowicz(R1,R2,d1,Rr,f0,Fe,Nf)
% function p = rubinowicz(R1,R2,Rr,d1l,f0,Fe,Nf)
% ———> calcul du champ diffracte selon 1’integrale de Rubinowicz

% ARGUMENTS: #* R1 = [x1 position de la source primaire
% yi

% z1]

% * R2 = [x2 ... position des sources de Rubinowicz
hy2 ...

% z2 ...]

% * dl = [dlx ... element d’integration

% dly ... oriente

% dlz ...]

% * Rr = [xr ... position des recepteurs

% yr ...

% zr ...]

% * f0 = £ / Fe frequence centrale de 1’impulsion
% gaussienne

% * Fe frequence d’echantillonnage

% * Nf nombre de points de calcul de la FFT

% RESULTAT: * p champ de pression restitue

% &&&&&y&&LLLLELLL&LE PARAMETRES
% Impulsion

h = feval(’impgauss’, £0) ;
H(1,1,:) = ££t(h,Nf) ;

% Position de la source

x1 = R1(1) ;
y1l = R1(2) ;
z1 = R1(3) ;

% Position des sources secondaires

x2 = R2(1,:) ;
y2 = R2(2,:) ;
z2 = R2(3,:) ;
Ns = size(R2,2) ;

% Element d’integration
dlx = di(1,:) ;
dly = d1(2,:) ;
dlz = d1(3,:) ;

% Position des recepteurs
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xr = Rr(1,:) ;

yr = Rr(2,:) ;
zr = Rr(3,:) ;
Nr = size(Rr,2) ;

% Points frequentiels

K = pi * Fe / 340. ;

k1 = linspace(0,K, Nf/2 + 1 ) ;

k2 = linspace(-K,0, Nf/2 + 1 ) ;

k(1,1,:) = [k1(1:(N£/2)),0.,k2(2: (N£/2))] :

% &&&&8LL&LEEsLL&LLLE CALCULS
% Vecteur ri

rix = x2 - x1 ;

rly = y2 -yl ;

riz = z2 - z1 ;

% Distance source laire / srces 2aires
D1 = sqrt( rix."2 + rily."2 + ri1z."2 ) ;

% Vecteur r2

r2x = repmat((x2.’), [1 Nr]) - repmat(xr, [Ns 1]) ;
r2y = repmat((y2.’), [1 Nrl) - repmat(yr, [Ns 1]) ;
r2z = repmat((z2.’), [1 Nr]) - repmat(zr, [Ns 1]) ;

% Distance sources 2aires / recepteurs
D2 = sqrt( r2x.72 + r2y."2 + r2z.72 ) ;

% produit vectoriel ri ~ dl

Clx = rly .* dlz - riz .* dly ;
Cly = riz .* dlx - rix .* dlz ;
Clz = rix .* dly - rly .* dlx ;

% produit scalaire r2 . ( r1 -~ dl1 )
Cl = r2x .* repmat(Cix.’, [1 Nrl) ;
Cl = C1 + r2y .* repmat(Cly.’, [1 Nrl) ;
Cc1 Cl + r2z .* repmat(Ciz.’, [1 Nrl) ;

% produit scalaire ri1 . r2

C2 = repmat(rix.’, [1 Nrl) .#* r2x ;

C2 = C2 + repmat(rly.’, [1 Nr]l) .* r2y ;
C2 = C2 + repmat(riz.’, [1 Nr]l) .* r2z ;

Ds = repmat((D1.’), [1 Nr]l) + D2 ;
jkDs = j .* ( repmat(k, [Ns Nr 1]) .* repmat(Ds, [1 1 Nf]) ) ;

Dp = repmat(D1.’, [1 Nr]l) .* D2 ;

% Pression induite par 1l’ensemble des sources secondaires
P=2¢C1 ./ ({Dp + C2) .* Dp) ;
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P = repmat(H, [Ns Nr 1]) .# repmat(P, [1 1 Nf]) .* exp(- jkDs) ;

% Sommation des contributions des sources secondaires
P = sum(P,1) ;
P = shiftdim(P,1) ;

% Retour dans le domaine temporel
= ifft(P,Nf,2) ;

= real(p) ;

p / (4xpi) ;

T o o
|
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Impulsion Gaussienne
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IMPULSION (GAUSSIENNE
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FiG. F.1 - Impulsion gaussienne: Signal temporel (fy = 500 Hz)

F.1 Définition

Dans le cadre des simulations et des mesures du prototype holophonique, le signal émis est une impulsion
gaussienne qui correspond & un sinus fenétré sur une période et pondéré par une gaussienne [Start, 1997]
[Verheijen, 1997]. Ce choix définit une impulsion dont le support est compact & la fois dans le domaine
temporel et dans le domaine fréquentiel grace aux propriétés de la gaussienne. Il en résulte une visualisation
optimale du front d’onde sur les représentations spatio-temporelles de ’onde de pression pour les simulations
ou les mesures.

L’impulsion gaussienne s’exprime sous la forme:

1 Tg\? t—"To
h(t) = — ema(t==) sin(2m fot) Rect 2 (F.1)
ho To
Dans cette expression, le parametre fy désigne la fréquence du sinus et Tj est la période associée:
1
Ty = —
Jo

Le terme hg est un facteur de normalisation afin que le maximum de h(#) soit systématiquement ramené a
la valeur de 1:

hg = mazx e_a(t_TTD)2 sin (27 fot) (F.2)
t€[0,To]
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Fi1G. F.2 - Impulsion gaussienne: Spectre fréquentiel (fy = 500 Hz)

Enfin, le parameétre a détermine la décroissance de la gaussienne. Dans le cadre de nos applications, il a été
fixé a:

a =8 In(10) f3 (F.3)

L’allure de 'impulsion gaussienne obtenue pour la fréquence f; = 500 Hz est reproduite sur la figure F.1.

F.2 Spectre

Le spectre d’une fonction sinus comporte deux raies en f = &+ fy:

TF[sin(27 fot)](f) = = [0(F — fo) = 6(f + fo)] (F.4)

J
2
Lorsque le sinus est tronqué a une période Ty avec une pondération gaussienne, son spectre s’élargit a deux

bandes spectrales centrées sur ces deux raies. On obtient ainsi une impulsion & bande spectrale limitée centrée
sur les fréquences f = £ fy. Son spectre est illustré sur la figure F.2.
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SPECTRE SPATIAL D’UNE ONDE SPHERIQUE

G.1 Spectre 3D

Un monopole acoustique induit une onde sphérique dont le signal de pression est décrit en fonction des
coordonnées d’espace 7(x,y, z) par [Bruneau, 1983]:

ejkr
g(¥) =as — G.1
(M =a (@)
avec:
r= 17
On a considéré ici une source située & I’origine 7(0, 0, 0) et qui émet un signal monochromatique de fréquence
f correspondant a un nombre d’onde k& donné par:

_

C

k

Le spectre spatial de I'onde sphérique est obtenu en appliquant & la fonction g(#) une transformée de
Fourier a 3 dimensions par rapport a ses coordonnées d’espace, selon la formule suivante:

Gan) = [ ote) 7 v (G2)

Pour calculer cette intégrale, on substitue les coordonnées sphériques #(r, ¢, §) aux coordonnées carté-
siennes 7(z, y, z) [Johnson & Dudgeon, 1993]:

00 kg 27
GSD()Z) = /0 /0 /0 g(r) e—jr(xzs1n€costp+xys1n€s1n<pxz cosf) rz sin @ dgpdb’dr

[e%) T 27 Gkr
e . . . . .
s e—]r(xz sin 6 cos p+x y sin 6 sin X ; cos §) rz sin @ dgpdb’dr (G3)
0 0 0 471'7“

Il est intéressant de remarquer que la fonction g ne dépend pas des angles ¢ et 8, mais seulement du rayon
r, c’est-a~-dire qu’elle présente une symétrie sphérique. On en déduit que son spectre G3p présente également
une symétrie sphérique et, par suite, il n’est pas nécessaire de I’évaluer dans tout l’espace [Johnson &
Dudgeon, 1993]. Il suffit en effet de le connaitre le long d’une ligne issue de lorigine x(0, 0, 0) et, par symétrie,
on peut étendre ce résultat a n’importe quelle ligne issue de l'origine. Nous allons exprimer l'intégrale
précédente (cf. Equ. G.3) en se limitant & des points ¥ situés le long de I’axe 0¥, ce qui revient & prendre:

Xe = 0
Xy = 0
X: = IXl=x
Il vient:
[e%) T 27 ejkr )
Gsp(x) = as/ / / —— eIt w2 sin g dpdfdr (G .4)
0 0 0 471'7“

Les intégrales sur les angles ¢ et § se calculent sans difficulté:
2w
/ dp =27 (G.5)
0

Ed ) —jrxcos619=" ;
/ e—]rxcose sinf do = [67] — QM (G.G)
0 Jrx =0 rX

Il reste I'intégrale portant sur le rayon 7:

s

Gap(x) = N /000 eIk sin(ry) dr (G.7)
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On y reconnait la transformée de Fourier d’une fonction sinus sin(ry) multipliée par un échelon de Heaviside

u(r):

as [T ..
Gap(x) = ;/_ e’ sin(ryx) u(r) dr (G.8)

oQ

Dans le domaine de Fourier, le produit simple devient un produit de convolution, ainsi, si S(k) et U(k)
désignent les transformées de ces deux fonctions, 1l vient:

Gap = 2 U xS (G.9)
X

Les transformées de Fourier S et U sont données par [Reinhard, 1989]:

S(k) 57 [6(k —x) = d(k +x)]
G.10
{ U (k) Lo(k) - gig (G.10)
Finalement le spectre spatial de I’onde sphérique s’écrit donc [Johnson & Dudgeon, 1993]:
Gan(x) = S5 5 ~ k) = 3(x + B)] + (G11)
3D \X) = _]QX X X X2 _ ]{72 .

Comme k et x n’admettent que des valeurs positives, il est possible d’omettre le second terme §(x + k).

G.2 Spectre 2D

Si "onde sphérique est évaluée sur un plan z = zg, on peut calculer son spectre 2D qui s’obtient par une
transformée de Fourier & deux dimensions appliquée sur le couple de coordonnées d’espace (x,y):

+oo )
Gap(Xe, Xy) = // (), -, eI (XemHX0Y) dody (G.12)

Le spectre 2D peut aussi se déduire du spectre 3D. Par transformée de Fourier inverse, on est en effet
capable d’exprimer la pression g(7) & partir de son spectre Gzp:

+oo o ) /
0 = J[] Gl SO iy
o Skl ! @s F(XeTHXLY+X17) N,
- % 5(X_k)+m eI dx G dy dXC (G.13)

On remplace alors g par cette expression dans le calcul du spectre Gap:
+Oo . 1 1 1 .
Gap(Xer Xy) = // GSD(X;’X;’X/Z)ey(xzx+xyy+x2ZD)e—J(xzx+xyy)dX/de;dX/zdxdy (G.14)
-0

Le calcul des intégrales sur les coordonnées d’espace (z,y) est immédiat [Reinhard, 1989]:

+oo ,
/ G Z 54— \y) (G.15)
s
/ 0G0 = §(x! — xy) (G.16)
1l vient:
+oo L,
Gap (o) = [ Gan(inod) €7 6xa = 1) 8, = xG) iy (G.17)
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La présence des distributions de Dirac permet d’exprimer les intégrales sur les variables /. et X;:

+oo

G30 (Xis Xy X5) 0(Xe — Xa)) dX5 = Gap(Xa, Xy X5) (G.18)
+oo

G3p(Xes Xys X2) 3(Xy — Xy)) dxy = Gap(Xe, Xy, X2) (G.19)

Il en résulte que le spectre Gap s’exprime comme:

+oo -,
Gop(Xe) Xy) = Gap(Xe, Xy, X5) €70 dx] (G.20)

— 00

oll on reconnait la transformée de Fourier du spectre Gizp appliquée sur sa troisieme variable x/:

s

o _ +oo agsmT 5 /—k’ jX’z’ZUd/
ZD(Xx;Xy) - ]QX/ (X )+ X’Z _kz € Xz

too | as ™ O(y/XE+ NG+ NE k) a, .,
/ T T eI dY (G21)
- J24/XE +XE + X Xo + Xy T X7 —

Cette intégrale se calcule en appliquant les propriétés de la distribution de Dirac d’une part et en utilisant

les tables des transformées de Fourier d’autre part. On décompose le calcul en deux intégrales:

+oo SN+ XGHXE - k)
I =a,m / eTIX0 dy! (G.22)
— 2 XE g X

L =a, /+Oo eI dy, (G.23)
N R i s el &

L’intégrale I représente la contribution des ondes planes dont le vecteur d’onde ¥ pointe sur la sphére de

rayon y = k, tandis que l'intégrale I, correspond aux ondes dont le vecteur d’onde pointe en dehors de la
surface de cette spheére.

G.2.1 Calcul de la premiére intégrale I,

Pour exprimer la premiére intégrale (cf. Equ. G.22), il faut déterminer les zéros de I'argument de la
distribution de Dirac. Soit f(x%) la la fonction qui définit I’argument de la distribution de Dirac:

FOL) =/ X2+ X2+ X2k (G.24)

sa dérivé est donnée par:

Fx) = S B (G.25)

\XG XD+ NG

On désigne par x’. pour i =[1---NJ, les N zéros de la fonction f(x’). On montre alors que:

i I(x% —x%,)
SO =D — (G.26)
2 T
Il convient de distinguer trois cas:
o+ X <k
Xa+xg >k
Xo+ Xy = K
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1€r cas: \2 + ij < k?

La fonction f(x}) posséde deux zéros donnés par:

X, = B K —xE -G

Il vient:
—]Xz 20

L = aﬂ'Z

= J2x,

cos(y/k* = x2 — X3 20) o)
\/ - Xx Xy

= AT

2€ cas: 2 + ij > k?

La fonction f(x/,) posséde deux zéros donnés par:

Xiy, = F7 /X3 x5 — K

On remarque que ces deux valeurs ne sont pas réelles. Comme la variable y’, ne prend que des valeurs
réelles, il en résulte que:

L =0 (G.28)
3€cas: \2 + ij =k
La fonction f(x}) ne présente qu'un zéro qui correspond a:
X =0

L’intégrale I; s’écrit alors:

+o0 S / L,
L = Clsﬂ'/ ,(X’Z/) e"IXzF0 dy!
—eo J2IX]

+ oo /
= asﬂ'/ O0c) 4 (G.29)

—eo J2IX%]

Cette intégrale souleve un probléme d’indétermination qui pourra étre résolu en la recombinant avec
I'intégrale I5.

G.2.2 Calcul de la seconde intégrale I,

L’intégrale I; (cf. Equ. G.23) s’interpréte comme la tranformée de Fourier de la fonction f(x%) définie
par:
1

") = a, - G.30
fx.)=a X%+X32/+Xz2_k2 ( )

Les tables donnent:

sin(y/k2—x2—x2 |z0]) .
— a,T N —XyQ si /X2 +XE<Kk
y

Xa4xF—k2

lzol
e VieTry 7 70 1 2 _ 2
s X2Hx2—k? SLy/Xe = Xy =~ k

I (G.31)
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Dans le cas ol 4 /x2 + Xy = k, on recombine les deux intégrales I1 et I afin de lever I'indétermination:

+ oo
Sy 1 -,
o [ 8 ] iy
2GS

L+, =
—00
+oo (v
1 i
= a, /—,2 |:7T X5 ﬁ—l—l] e"IXzF0 dy!
X 2
— 00
Attendu que:
XL O(x%) =0
le premier terme de I'intégrand disparait:
+oo o
e~ IX:%0
L+ = a;7 /delz
Xz
—00

= 7|z0]

En ajoutant les résultats des intégrales I; et 15, on obtient le spectre spatial Gop cherché:

e—j\/kQ—xi—xilml

: 2 9
T Sl /X2 + X2 <k
E2—xZ-Xx3 N Y
Gap (X, Xy) = {7 |20] sl /X3 +xp =
—/x2+x2 —k?|zg]|
e vy ; 2 2
T Sl A/X2—X2>k
X2+x3—k? ¢ Y

(G.32)

(G.33)

(G.34)

(G.35)
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APPROXIMATION DE FRESNEL

H.1 Principe

L’approximation de Fresnel peut étre utilisée pour évaluer les intégrales de la forme:

+oo
I =/ Flp) &%) dp (H.1)

Elle est basée sur un développement limité & I'ordre 2 du terme de phase ¢(p) au voisinage de la borne
inférieure de l'intégrale p = a [Start, 1997]:

6(p) = 0la) + (p— a) &'(a) + 5 6"(@) (1.2
qui peut encore s’écrire:
$(p) = d(a) + pa (V" =) (H.3)
o=yl [p —a+ 53
Ya = Ylp=a = pa %
pe = signe[¢" (o)

En remplacant ¢(p) par ce développement limité et en admettant pour le terme d’amplitude que:

flp) = f(a) (H.4)
I'intégrale I devient:
. . 2 too . 2
I~ f(a) dela) o—inarg / e~IHaT gy (H.5)
L’intégrale restante s’exprime alors en fonction des intégrales de Fresnel qui sont définies par [Bruneau,
1983]:
Clv) = / cos (Euz) du (H.6)
0 2
Sv) = / sin (Euz) du (H.7)
0 2
Ainsi:

+ 7 ta

‘oo 1 1 f
e~ dHaY gy — = ——C(y/ 2.
/a SN {[2 7

Il vient finalement:
1 2
R

H.2 Application a I'intégrale de Rayleigh I

Loy >H (i)
sy >H (119

+ 7 ta

, - 1
I~ f(a) 9@ gmira¥a ——
m|¢(a)]

Dans le cadre de I'intégrale de Rayleigh I, on veut évaluer I'intégrale suivante:

+eo éoﬁ 1 1 .
I= 14 jkRy) — ——e Jk(E+ER) g4 H.1
/p R o (I HikR0) e R r (H.10)

c
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Les fonctions f(p) et ¢(p) sont alors données par:

Rt , 11
flp) = o (1'1‘1“30)@% (H.11)
¢(p) = —k(R+ Ro) (H.12)
| {RO = Rl = V@ =2+ (o —4)” F (o — =)
R = B = (z—2)?+y—w)?+ (s~ )

Les vecteurs 7, 7y et ¥ repérent respectivement la position de la source primaire, d’une source secondaire et
d’un récepteur. La variable p est définie par:

o=@+ ) (11.13)

On exprime les dérivées premiére et seconde du terme de phase ¢(p):

de E Xg—Xs Ty — 0 —2s 2o — %
v [“( R R )“O( R R )] (.14
¢ k[ 5 [(o—y) (20— %) | (o -y’ + (20— 2)°
PP R " B3
— z, 2_|_ — 2 _ 2_|_ _ 2
+ Zg [(l‘o L ) Rg(yo y) n (l‘o l‘) RS(@/O y) ]
+ 22000 [(xo — x‘})zézo —2) 4 (@0 x})%fjo — Z)]} (H.15)

L’approximation de Fresnel donne donc pour I'intégrale définie par I’équation H.10:

: N 1 1 2 1 2
I~ Jelpc) g=dpene - - _ Jj ; - _ [ H.1
foeh e o) HQ BUER AR PR e o
avec: e
_ _ pc
{ Yc - 7l|p=pc = HcC 2|¢”(pc)|
pa = signel¢” (pc)]

Les dérivées premiére et seconde du terme de phase ¢(p) sont définis par les équations H.14 & H.15.
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