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Annexe A

Poser et r�esoudre un probl�eme aux

limites en acoustique
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Poser et r�esoudre un probl�eme aux limites en acoustique

A�� Poser le probl�eme

De fa�con g�en�erale� un probl	eme aux limites � est d�e
ni 	a partir�

� d�une �equation� qui d�ecrit le comportement du champ dans tout le domaine spatio
temporel �� �t�� t��
consid�er�e�

� de conditions aux limites� qui d�e
nissent les valeurs du champ sur la fronti	ere �� du domaine ��

� de conditions initiales� par lesquelles sont sp�eci
�ees les valeurs du champ 	a l�instant t � t��

Dans les probl	emes de l�acoustique� l��equation correspond 	a l��equation des ondes si le probl	eme est d�e
ni
dans le domaine temporel� ou 	a l��equation de Helmholtz dans le cas o	u le probl	eme est r�esolu dans le domaine
fr�equentiel� Nous allons 	a pr�esent d�etailler la formulation d�un probl	eme aux limites�

A���� Probl�eme temporel

Selon le sch�ema g�en�eral donn�e ci
dessus� un probl	eme d�e
ni dans le domaine temporel se pose en sp�eci
ant�

� une �equation des ondes�
�� �

c�
��

�t�

�
p��r� t� � �s��r� t� ��r � � et t � �t�� t�� �A���

Dans cette expression� la fonction scalaire p��r� t� d�esigne le potentiel des vitesses � induit au point �r 	a
l�instant t� et la fonction s��r� t� repr�esente le terme de sources � sources de d�ebit ou de force ��

� des conditions aux limites

Elles sp�eci
ent les valeurs sur la fronti	ere �� de la fonction p��r� t� et�ou de son gradient normal 	a la

fronti	ere � �rp��r� t� � �n� On distingue trois cat�egories de conditions aux limites�

� conditions de Dirichlet �sp�eci
cation du champ�

p��r� t� � ���r� t� ��r � �� et t � �t�� t�� �A���

� conditions de Neumann �sp�eci
cation du gradient du champ�

�rp��r� t� � �n � ���r� t� ��r � �� et t � �t�� t�� �A���

� conditions mixtes� dites de �Churchill�� exprimant une relation entre le champ et son gradient sur
la fronti	ere ���

�rp��r� t� � �n� ���r� t� � p��r� t� � ���r� t� ��r � �� t � �t�� t�� �A���

Le symbole � repr�esente un produit de convolution temporel�

Cette condition traduit une relation d�imp�edance� dans la mesure o	u elle relie le potentiel des
vitesses � c�est
	a
dire 	a un facteur pr	es la pression � 	a son gradient qui de son c�ot�e peut �etre
assimil�e 	a la vitesse particulaire� Le terme ���r� t� s�interpr�ete d�ailleurs en terme d�admittance
acoustique�

�� Cette annexe constitue� en toute humilit�e� un �r�esum�e� du chapitre VI de l�ouvrage �Bruneau� ��	
��

�On rappelle les relations qui relient le potentiel des vitesses u �a �Bruneau� ��	
��

� la pression acoustique p�

p��r� t� � ��
�u��r� t�

�t
�A�
�

� la vitesse particulaire �v�

�v��r� t� � ��ru��r� t� �A�
�

Ces deux relations sont valables dans un milieu non soumis �a des forces ext�erieures� c�est��a�dire que les termes de sources ne
concernent que des sources de d�ebit�


� Par convention� le vecteur �n correspond �a la normale unitaire ext�erieure �a ���
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Poser et r�esoudre un probl�eme aux limites en acoustique

� des conditions initiales

Il s�agit des conditions de Cauchy qui sp�eci
ent la valeur du champ et de sa d�eriv�ee temporelle au
premier ordre 	a l�instant initial� �

p��r� t�� � 	��r� t��
�p��r�t��

�t
� 
��r� t��

��r � � � �A���

A���� Probl�eme fr�equentiel

Le probl	eme dans le domaine fr�equentiel est d�eriv�e du probl	eme temporel par Transform�ee de Fourier ��

� �equation de Helmholtz ��� k�
�
p��r� �� � s��r� �� ��r � � �A���

�k est le nombre d�onde d�e
ni par� k � �
c
�

� conditions aux limites

� conditions de Dirichlet

p��r� �� � ���r� �� ��r � �� �A���

� conditions de Neumann

�rp��r� �� � �n � ���r� �� ��r � �� �A����

� conditions de Churchill

�rp��r� �� � �n � ���r� ��p��r� �� � ���r� �� ��r � �� �A����

� conditions initiales

Implicitement� le probl	eme d�e
ni dans le domaine fr�equentiel suppose des conditions initiales nulles�
Par suite� elles n�interviennent pas dans la r�esolution du probl	eme�

A�� Fonction de Green

Les probl	emes pr�ec�edents peuvent �etre r�esolus gr�ace 	a la th�eorie des fonctions de Green� De fa�con sch�ema

tique� une fonction de Green est une sorte d�op�erateur inverse� Elle est exprim�ee en r�esolvant un probl	eme�
dit �probl	eme de Green � d�e
ni 	a partir du probl	eme initial que l�on cherche 	a r�esoudre���

A���� Probl�eme de Green temporel

Supposons que l�on veut r�esoudre un des probl	emes donn�es 	a la section A��� Il est toujours possible de
lui associer une fonction de Green qui est d�e
ni comme la solution du probl	eme suivant�

� �equation �
�� �

c�
��

�t�

�
g��r � �r�� t� t�� � �
��r � �r��
�t� t�� ��r � � et t � �t�� t��

�A����

D�apr	es cette �equation� la fonction de Green s�interpr�ete comme la pression induite par un monop�ole
situ�e en �r � �r� et �emettant une impulsion 	a l�instant t � t��

��On rappelle que la tranform�ee de Fourier d�une fonction p��r� t� est d�esign�ee par p��r� ���
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Poser et r�esoudre un probl�eme aux limites en acoustique

� conditions aux limites

Les conditions aux limites du probl	eme de Green associ�e peuvent �etre d�e
nies ind�ependamment de
celles du probl	eme initial� pourvu qu�il s�agisse de conditions aux limites homog�enes� c�est
	a
dire que�
dans les �equations A�� 	a A��� le second membre � qui repr�esente le terme de sources � est nul�
En e!et� par d�e
nition� un probl	eme de Green ne comporte qu�une source� le monop�ole impulsionnel
apparaissant dans l��equation des ondes� ce qui impose que toutes les autres �equations soient homog	enes�

Comme pour le probl	eme g�en�eral� on distingue�

� les conditions de Dirichlet homog	enes

g��r � �r�� t� t�� � � ��r � �� et t � �t�� t�� �A����

� les conditions de Neumann homog	enes

�rg��r � �r�� t� t�� � �n � � ��r � �� et t � �t�� t�� �A����

� les conditions de Churchill homog	enes

�rg��r � �r�� t � t�� � �n � ���r� t� � g��r � �r�� t � t�� � � ��r � �� et t � �t�� t�� �A����

En pratique� on pr�ef	ere choisir la condition la plus proche de celle du probl	eme initial� dans la mesure
o	u ce choix simpli
e l�expression de la fonction de Green associ�ee�

� principe de causalit�e

Aucune condition initiale n�est associ�ee au probl	eme de Green� S�y substitue le principe de causalit�e
qui exprime que l�impulsion �emise 	a l�instant t � t� n�a aucun e!et aux instants ant�erieurs t � t�
�relation de cause 	a e!et�� Ce principe se traduit math�ematiquement par la condition�

�g��r � �r�� t� t���t�t� � �

A���� Probl�eme de Green fr�equentiel

De fa�con similaire� on peut d�e
nir un probl	eme de Green dans le domaine des fr�equences�

� �equation ��� k�
�
g��r � �r�� �� � �
��r � �r�� � �r � � �A����

� conditions aux limites

� conditions de Dirichlet homog	enes

g��r � �r�� �� � � � �r � �� �A����

� conditions de Neumann homog	enes

�rg��r � �r�� ����n � � � �r � �� �A����

� conditions de Churchill homog	enes

�rg��r � �r�� �� � �n� ���r� �� g��r � �r�� �� � � � �r � �� �A����

� conditions initiales

Pour les m�emes raisons que dans le probl	eme g�en�eral� les conditions initiales n�interviennent pas dans
le domaine fr�equentiel�
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Poser et r�esoudre un probl�eme aux limites en acoustique

A�� R�esolution par �equations int�egrales

Le champ cherch�e est exprim�e sous la forme d�une �equation int�egrale obtenue en combinant le probl	eme
	a r�esoudre avec le probl	eme de Green associ�e� La d�emarche est analogue dans les domaines temporel et
fr�equentiel�

A���� Solution de l��equation des ondes

L��equation des ondes �cf� relation A��� est multipli�ee par la fonction de Green g��r � �r�� t� t��� R�ecipro

quement� l��equation v�eri
�ee par la fonction de Green est multipli�ee par la fonction p��r�� t��� Cette seconde
�equation est ensuite soustraite 	a la premi	ere et� apr	es int�egration sur le domaine spatio
temporel consid�er�e
�� �t�� t��� il vient�ZZZ

�

dV�

Z t�

t�

dt� �g��r � �r�� t� t��"�p��r�� t��� p��r�� t��"�g��r � �r�� t� t���

� �

c�

ZZZ
�

dV�

Z t�

t�

dt�

�
g��r � �r�� t� t��

��p��r�� t��

�t�
� p��r�� t��

��g��r � �r�� t� t��

�t�

�

� �
ZZZ

�

dV�

Z t�

t�

dt� s��r�� t��g��r � �r�� t� t�� �

ZZZ
�

dV�

Z t�

t�

dt� 
��r � �r��
�t � t��p��r�� t�� �A����

Le premier terme est simpli
�e gr�ace au th�eor�eme de Green�ZZZ
�

dV� �g��r � �r�� t� t��"�p��r�� t��� p��r�� t��"�g��r � �r�� t� t���

�

ZZ
��

dS� �n�
h
p��r�� t�� �r�g��r � �r�� t� t�� � g��r � �r�� t� t�� �r�p��r�� t��

i
�A����

De la m�eme fa�con� pour le second terme� on montre au moyen d�une int�egration par parties 	 que�Z t�

t�

dt�

�
g��r � �r�� t� t��

��p��r�� t��

�t�
� p��r�� t��

��g��r � �r�� t� t��

�t�

�

�

�
g��r � �r�� t� t��

�p��r�� t��

�t
� p��r�� t��

�g��r � �r�� t� t��

�t

�t�
t�

�A����

En vertu du principe de causalit�e� la fonction de Green et sa d�eriv�ee sont nulles en t� � t�� par suite� il
reste�Z t�

t�

dt�

�
g��r � �r�� t� t��

��p��r�� t��

�t�
� p��r�� t��

��g��r � �r�� t� t��

�t�

�

� �
�
g��r � �r�� t� t��

�p��r�� t��

�t
� p��r�� t��

�g��r � �r�� t� t��

�t

�
t�
t�

�A����

En
n� en tenant compte des propri�et�es de la distribution de Dirac� le dernier terme du second membre
de l��equation A��� s�exprime�ZZZ

�
dV�

Z t�

t�

dt� 
��r � �r��
�t � t��p��r�� t�� � p��r� t� ��r � � et t � �t�� t��

Il correspond au champ cherch�e�

�� ou en remarquant que�
�

�t

h
f�t�

�g

�t
� g�t�

�f

�t

i
� f�t�

��g

�t�
� g�t�

��f

�t�
�
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Poser et r�esoudre un probl�eme aux limites en acoustique

En recombinant ces di!�erents termes une fois simpli
�es� on en d�eduit la solution de l��equation des ondes�

p��r� t� �

ZZZ
�
dV�

Z t�

t�

dt� s��r�� t��g��r � �r�� t� t��

�

ZZ
��

dS�

Z t�

t�

dt� �n�
h
g��r � �r�� t� t�� �r�p��r�� t��� p��r�� t�� �r�g��r � �r�� t� t��

i

�
�

c�

ZZZ
�

dV�

�
g��r � �r�� t� t��

�p��r�� t��

�t
� p��r�� t��

�g��r � �r�� t� t��

�t

�
t�
t�

�A����

Dans le second membre� le premier terme traduit l�e!et des sources � dans � �� le second� celui des
conditions aux limites � sur �� � et le troisi	eme� celui des conditions initiales � appliqu�ees 	a l�instant
t� � t� ��

A���� Solution de l��equation de Helmholtz

La solution du probl	eme de Helmholtz s�obtient par une proc�edure analogue 	a la solution de l��equation des
ondes� L��equation d�Helmholtz et l��equation v�eri
�ee par la fonction de Green sont respectivement multipli�ees
par les fonctions g��r � �r�� �� et p��r�� ��� En soustrayant les deux �equations ainsi obtenues et en int�egrant le
r�esultat sur �� il vient�ZZZ

�

dV� �g��r � �r�� �� "�p��r�� ��� p��r�� �� "�g��r � �r�� ���

� �
ZZZ

�

dV� s��r�� �� g��r � �r�� �� �

ZZZ
�

dV� 
��r � �r�� p��r�� �� �A����

Comme pr�ec�edemment� le premier terme peut �etre simpli
�e gr�ace au th�eor	eme de Green� Ensuite� on
e!ectue la derni	ere int�egrale en appliquant les propri�et�es de la distribution de Dirac� Finalement� la solution
s��ecrit�

p��r� �� �

ZZZ
�

dV� s��r�� �� g��r � �r�� ��

�

ZZ
��

dS� �n�
h
g��r � �r�� �� �r�p��r�� ��� p��r�� �� �r�g��r � �r�� ��

i
�A����

On reconna�#t dans le premier terme l�e!et des sources et dans le second� la contribution des conditions
aux limites� Le terme li�e aux conditions initiales a disparu puisque dans le probl	eme fr�equentiel elles sont
implicitement nulles�

Les int�egrales de Kirchho� et de Rayleigh exprim�ees dans le domaine temporel ou fr�equentiel sont di

rectement d�eriv�ees de ces solutions g�en�erales� La d�emarche qui y conduit est d�ecrite dans les deux annexes
suivantes �cf� Annexes B $ C��
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Int�egrale de Kirchhoff

B�� Donn�ees du probl�eme de Kirchho�

Dans le probl	eme de Kirchho!� l�espace � est d�ecompos�e en deux sous
espaces �� et �� qui sont s�epar�es
par la surface ��� Toutes les sources sont contenues 	a l�int�erieur de �� et on cherche 	a exprimer le champ
acoustique pr�esent dans ��� Du point de vue du probl	eme g�en�eral expos�e en annexe A� il s�agit donc de
r�esoudre l��equation des ondes dans un espace �� qui ne comporte aucun terme de source� c�est
	a
dire que�

s��r�� t�� � � ��r� � �� et t� � �t�� t��

Par ailleurs� on se place dans le cas o	u les conditions initiales du probl	eme sont nulles� Le champ r�egnant 	a
l�int�erieur de �� doit �etre nul 	a l�instant initial t� et 	a tous les instants ant�erieurs t 	 t�� Pour v�eri
er cette
hypoth	ese� il su%t de d�ebuter la p�eriode d�observation 	a un instant t� o	u l�onde �emise par les sources situ�ees
dans �� n�a pas encore atteint ���

On reporte l�ensemble de ces donn�ees dans l�expression de la solution g�en�erale de l��equation des ondes
�etablie en annexe A �cf� Equ� A����� En l�absence de sources et de conditions initiales� il ne reste que le terme
li�e aux conditions limites sur la fronti	ere ���

p��r� t� �

ZZ
��

dS�

Z t�

t�

dt� �n�
h
g��r � �r�� t� t�� �r�p��r�� t�� � p��r�� t�� �r�g��r � �r�� t� t��

i
�B���

Dans le domaine fr�equentiel� il vient de m�eme ��

p��r� �� �

ZZ
��

dS� �n�
h
g��r � �r�� �� �r�p��r�� �� � p��r�� �� �r�g��r � �r�� ��

i
�B���

B�� Choix de la fonction de Green

La forme 
nale de l�int�egrale de Kirchho! est obtenue en rempla�cant dans les �equations B�� et B��� la
fonction g par une fonction de Green particuli	ere� la fonction de Green en champ libre qui est la solution du
probl	eme dans lequel on impose les conditions de Sommerfeld sur ��� c�est
	a
dire l�annulation de la pression
et de son gradient sur la fronti	ere du domaine consid�er�e� Ces conditions traduisent un rayonnement dans un
espace in
ni � c�est
	a
dire en champ libre �� La fonction de Green s�exprime dans le domaine temporel
comme �Bruneau� ������

g���r � �r�� t� t�� �


�
R
c
� �

�
��R

�B���

avec� �
R � j�r� �r�j
� � t� t�

Sa tranform�ee de Fourier � solution du probl	eme fr�equentiel associ�e � prend la forme�

g���r � �r�� �� �
e�jkR

��R
�B���

On note que cette fonction de Green� qu�il s�agisse de sa forme temporelle ou fr�equentielle� ne d�epend
pas sp�eci
quement des vecteurs �r et �r�� mais seulement de la distance R� Par suite� on pr�ef	ere la d�esigner
par le terme g��R� t� t�� ou g��R����

Dans les int�egrales des relations B�� et B�� intervient le gradient de la fonction de Green� Pour le calculer�
on utilise les r�esultats suivants� �

�r��g��R���� � �
�R

�g��R����� �r��R�
�r��R� � � �R

R

�� La solution dans le domaine fr�equentiel peut aussi �etre obtenue sans avoir recours au probl�eme de Helmholtz� en e�ectuant
la Transform�ee de Fourier de la solution dans le domaine temporel�
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Int�egrale de Kirchhoff

En d�erivant la fonction de Green � expressions B�� et B�� � par rapport 	a la variable R� il vient�	

�

�
�R

h
��R

c
���
R

i
�

���R
c
���

Rc
� ��R

c
���

R�

�
�R

h
e�jkR

��R

i
� � e�jkR
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Il su%t alors de reporter l�ensemble de ces relations dans les �equations B�� et B��� Pour l�expression dans
le domaine temporel �cf� Equ� B���� l�int�egrale sur le temps est e!ectu�ee en appliquant les propri�et�es de la
distribution de Dirac et de sa d�eriv�ee�
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Dans le domaine fr�equentiel� on obtient�
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On reconna�#t bien les formulations temporelle et fr�equentielle de l�int�egrale de Kirchho!�

B�� Sp�eci�cit�es de l	approche de Kirchho�

De cette d�emonstration� on retiendra que l�approche de Kirchho! se d�emarque par deux points sp�eci
ques�

� la g�eom�etrie de la fronti	ere �� qui doit �etre une surface ferm�ee�

� et le choix de la fonction de Green � fonction de Green en champ libre ��

C�est en jouant sur ces deux points que l�on pourra d�eriver d�autres formulations���

B�
 Propri�et�es de l	int�egrale de Kirchho�

Au chapitre �� l�int�egrale de Kirchho! est interpr�et�ee comme une distribution de sources secondaires
permettant de restituer l�onde originale en l�absence des sources primaires� Sa valeur exprime l�onde rayonn�ee
par un ensemble de sources r�eparties le long de �� et aliment�ees par l�onde primaire incidente� Cependant�
on ne s�est int�eress�e qu�au champ rayonn�e dans ��� les sources primaires �etant contenues 	a l�int�erieur de ���
L�espace des sources et l�espace de restitution constituent donc deux domaines distincts� Or� deux questions
viennent 	a l�esprit�

� quel est le champ induit dans �� par les sources secondaires&

� que se passe
t
il lorsque les sources primaires sont situ�ees dans ��&

En fait� ces deux situations se r�ef	erent au m�eme probl	eme math�ematique� que devient l�int�egrale de Kirchho!
quand les espaces des sources et de restitution sont confondus&

Pour r�epondre 	a cette question� il faut se reporter 	a la r�esolution g�en�erale d�un probl	eme aux limites qui
a �et�e expos�ee en annexe A� On cherche 	a exprimer le champ induit dans �� par la distribution de sources
le long de ��� Reprenons la premi	ere expression de l��equation
int�egrale � �cf� Equ� A����� Le probl	eme est
r�esolu dans le domaine ��� l�int�egrale triple porte donc sur �� au lieu de �� Comme �� ne contient pas de
sources primaires� le terme li�e aux sources dispara�#t� De plus� dans le probl	eme de Kirchho!� les conditions
initiales sont suppos�ees nulles� Par suite� dans l��equation
int�egrale A���� il ne subsiste que deux termes�ZZZ

�

dV�

Z t�

t�

dt� �g��r � �r�� t� t��"�p��r�� t��� p��r�� t��"�g��r � �r�� t� t���
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�Dans le raisonnementqui suit� on s�est limit�e au probl�eme temporel� les r�esultats pouvant�etre ais�ement�etendus au domaine
fr�equentiel�
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Dans le membre de gauche� l�int�egrale triple est remplac�ee par une int�egrale double sur �� gr�ace au th�eor	eme
de Green et on obtient l�int�egrale de Kirchho!� Jusqu�	a pr�esent� nous avons implicitement suppos�e que dans
l�argument de la distribution de Dirac� le point �r appartenait au domaine ��� Or� rien ne nous interdit de
prendre le point �r dans �� � seule la variable d�int�egration �r� est cantonn�ee au domaine �� �� mais� en ce
cas� la r	egle de calcul dict�ee par la th�eorie des distributions est�Z x�

x�

f�x� 
�x� x�� dx �

�
f�x�� si x � �x�� x��
� si x �� �x�� x��

Il s�ensuit que� pour �etre complet� il faut �ecrire�ZZZ
�
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�
� si �r � ��� �t � �t�� t��
p��r� t� si �r � ��� �t � �t�� t��

L��equation
int�egrale B�� devient ainsi�ZZ
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�B���

Ce r�esultat signi
e que� dans la con
guration o	u les sources primaires sont contenues dans ��� le champ
rayonn�e par les sources secondaires r�eparties le long de �� est nul dans ��� tandis que dans ��� il correspond 	a
l�onde primaire� Plus g�en�eralement� d	es lors que les sources primaires et le point de restitution �r appartiennent
au m�eme domaine � �� ou �� �� l�int�egrale de Kirchho! s�annule� Cette propri�et�e a deux cons�equences
pratiques�

� pour la prise de son� les sources situ�ees dans l�espace de restitution ne sont pas prises en compte�
puisque leur contribution dans l�int�egrale de Kirchho! est nulle�

� pour la restitution� les sources secondaires ne perturbent pas le champ pr�esent dans l�espace des sources�
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Int�egrale de Rayleigh
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C�� G�eom�etrie du probl�eme de Rayleigh

Le probl	eme de Rayleigh est bas�e sur les m�emes donn�ees que le probl	eme de Kirchho!� 	a savoir�

� l�espace entier � est d�ecompos�e en deux domaines �� et ���

� on s�int�eresse au champ pr�esent dans le domaine �� ne contenant aucune source primaire�

� les conditions initiales sont suppos�ees nulles dans ���

Par suite� la solution est exprim�ee 	a partir de la m�eme �equation
int�egrale �cf� Equ� B�� $ B��� corres

pondant 	a la solution d�un probl	eme aux limites dont on n�a retenu que le terme li�e aux conditions limites�
La di!�erence entre les deux probl	emes r�eside dans leur g�eom�etrie� dans le cas du probl	eme de Rayleigh� �
est en fait d�ecompos�e en deux espaces semi
in
nis s�epar�es par un plan in
ni ��� L�espace �etant muni d�un
rep	ere orthonorm�e �ox� oy� oz�� les axes sont choisis de telle sorte que l�axe oz soit normal au plan ��� Par
commodit�e� l�origine du rep	ere est plac�ee sur �� qui est ainsi d�ecrit par l��equation�

z � �

Dans ces conditions� la solution du probl	eme s��ecrit�

� dans le domaine temporel

p��r� t� �

Z ��

��
dx�

Z ��

��
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Z t�
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dt� �n�� g��r � �r�� t� t�� �r�p��r�� t��

� p��r�� t�� �r�g��r � �r�� t� t�� � �C���

� dans le domaine fr�equentiel

p��r� �� �

Z ��

��
dx�

Z ��

��
dy� �n�� g��r � �r�� �� �r�p��r�� �� � p��r�� �� �r�g��r � �r�� �� � �C���

Dans ces deux expressions� les coordonn�ees du vecteur �r� sont de la forme�

�r�

������
x�
y�
z� � �

et la normale �n est colin�eaire 	a l�axe oz�

C�� Choix de la fonction de Green

De la g�eom�etrie du probl	eme d�ecoule le choix de la fonction de Green g� Elle incite en e!et 	a utiliser� au
lieu de la fonction de Green en champ libre g�� la fonction de Green en espace semi
in
ni v�eri
ant sur le
plan �� soit la condition de Dirichlet homog	ene �cf� Equ� A��� ou A����� soit la condition de Neumann de
homog	ene �cf� Equ� A��� ou A����� Imposer ces conditions revient 	a substituer dans le probl	eme de Green au
plan �� une paroi parfaitement r�e��echissante � condition de Neumann� annulation de la vitesse particulaire
et doublement de la pression � ou parfaitement souple � condition de Dirichlet� annulation de la pression
et doublement de la vitesse particulaire �� Ce choix est possible puisque les conditions limites du probl	eme
de Green sont 
x�ees ind�ependamment du probl	eme initial�

Les fonctions de Green en espace semi
in
ni sont exprim�ees 	a partir de la fonction de Green en champ
libre en appliquant la m�ethode des sources images� On rappelle que la fonction de Green g��r � �r�� t � t��
repr�esente la pression induite au point �r par un monop�ole impulsionnel situ�e en �r�� Lorsque ce monop�ole
est plac�e dans un espace semi
in
ni limit�e par un plan parfaitement r�e'�echissant� au point �r se superposent
l�onde directe et la r�e'exion g�en�er�ee par la surface r�e'�echissante� Or� cette r�e'exion peut �etre vue comme
l�onde �emise par une source situ�ee au point sym�etrique de �r� par rapport au plan ��� soit �r�

�� et qui constitue
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�r

�r�
� �r�

source image monop�ole

��

�O

Fig� C�� 
 Calcul de la fonction de Green en espace semi
in
ni par la m�ethode des sources images

la source image du monop�ole �cf� Fig� C���� Par suite� il est �equivalent de consid�erer un monop�ole rayonnant
dans un espace semi
in
ni ou deux monop�oles � la source r�eelle et sa source image � rayonnant dans
l�espace in
ni� le plan �� �etant virtuellement supprim�e� Dans le second cas� l�onde rayonn�ee par chacun de
deux monop�oles correspond 	a la fonction de Green en champ libre� La fonction de Green en espace semi
in
ni
v�eri
ant la condition de Neumann� soit g�� s�obtient donc en sommant les ondes induites par le monop�ole
situ�e en �r� et sa source image en �r�
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R � j�r� �r�j �
R� � j�r � �r�

�j �
� � t� t� �

Dans le cas d�une paroi parfaitement r�e'�echissante� la r�e'exion se fait sans changement de signe� Si la
surface est au contraire parfaitement souple� l�onde r�e'�echie subit un changement de signe� Pour calculer la
fonction de Green en espace semi
in
ni satisfaisant la condition de Dirichlet� soit la fonction de Green g�� on
applique donc la m�eme m�ethode que pr�ec�edemment en ayant soin d�a!ecter un signe n�egatif 	a la contribution
de la source image�
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L�expression des fonctions de Green g� et g� se simpli
e lorsque le point �r� appartient au plan ��� En
ce cas� le monop�ole et sa source image par rapport 	a �� sont en e!et confondus et il vient��

g���r � �r�� t� t�� � �� g���r � �r�� t� t�� �
��R

c
���

��R
g���r � �r�� t� t�� � �

����� si �r� � ��

On v�eri
e bien que� sur la fronti	ere ��� la pression est doubl�ee dans le premier cas �g��� tandis qu�elle
s�annule dans le second �g��� Ces r�esultats sont utilis�es dans l�int�egrale de l��equation C�� puisque le point �r�
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d�ecrit le plan ��� On a aussi besoin de conna�#tre le gradient des fonctions g� et g� �evalu�es sur �� �Bruneau�
�������

�r�g���r � �r�� t� t�� � �
�r�g���r � �r�� t� t�� � �� �r�g���r � �r�� t� t�� � � �R
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c
� � �

����� si �r� � ��

Comme pr�evu� sur la fronti	ere ��� la vitesse particulaire s�annule dans le premier cas � �r�g�� et est doubl�ee

dans le second � �r�g��� En outre� ces calculs permettent de v�eri
er que les fonctions de Green g� et g�
satisfont respectivement 	a la condition de Dirichlet et de Neumann sur ���

L�int�egrale de Rayleigh I est obtenue en appliquant dans l��equation C�� la fonction de Green g�� Comme
son gradient s�annule sur ��� il ne reste que le premier terme de l�int�egrand�

p��r� t� �

Z ��

��
dx�

Z ��

��
dy�

Z t�

t�

dt� �n� �r�p��r�� t�� g���r � �r�� t� t��

�

Z ��

��
dx�

Z t�

t�

dt� �n�

�
�r�p��r�� t��


�R
c
� � �

��R



�C���

qui� une fois e!ectu�ee l�int�egration sur le temps en appliquant la d�e
nition de la distribution de Dirac�
devient�
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Pour l�int�egrale de Rayleigh II� on proc	ede de la m�eme fa�con en substituant 	a g� la fonction de Green g� dans
l��equation C��� La fonction g� s�annulant sur ��� il ne reste cette fois que le second terme de l�int�egrand�
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Les expressions dans le domaine fr�equentiel des deux int�egrales de Rayleigh peuvent �etre obtenues soit
	a partir de l��equation C�� dans laquelle on introduit les fonctions de Green fr�equentielles g� ou g�� soit
directement par transform�ee de Fourier des int�egrales temporelles C�� et C��� Ces calculs n�apportant pas
d��el�ement nouveau� nous ne les d�evelopperons pas ici�

C�� Propri�et�es de l	int�egrale de Rayleigh

Bien qu�elle d�erive d�une approche similaire 	a l�int�egrale de Kirchho!� l�int�egrale de Rayleigh s�en distingue
par des propri�et�es sp�eci
ques li�ees 	a la g�eom�etrie de la partition de l�espace et au choix de la fonction de
Green�

Dans la repr�esentation de Rayleigh� la distribution des sources secondaires est simpli
�ee puisqu�une seule
cat�egorie de transducteurs � monopolaires ou dipolaires � est n�ecessaire� Mais on perd la distinction entre
les deux sous
espaces �� et ��� On a vu que l�int�egrale de Kirchho! s�annule pour des sources primaires
situ�ees dans l�espace de restitution� Or l�int�egrale de Rayleigh ne poss	ede plus cette propri�et�e� le choix de la
fonction de Green sym�etrise en e!et le probl	eme de telle sorte que l�espace �� est l�exacte r�eplique de ���
Deux cons�equences en d�ecoulent�

� 	a la restitution� les sources secondaires � de directivit�e monopolaire ou dipolaire � rayonnent la m�eme
onde de part et d�autre du plan �� et leur �emission perturbe donc l�onde primaire�
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� 	a la prise de son� il est imposible de discriminer deux sources primaires plac�ees sym�etriquement des
deux c�ot�e de ��� par suite� on ne peut s�a!ranchir de la contribution d�une source primaire pr�esente
dans l�espace de restitution�
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y�

��y��

a ys b

Fig� D�� 
 Exemple typique de l��evolution de la phase ��y�� �ys rep	ere le point de phase stationnaire�

D�� Principe

La m�ethode de la phase stationnaire a �et�e d�evelopp�ee pour �evaluer des int�egrales de la forme�

I��� �

Z b

a

f�y�� e
j	
�y�� dy� �D���

o	u a� b� f�y��� ��y��� y� et � prennent des valeurs r�eelles� Dans cette expression� on remarque la forme
particuli	ere de l�int�egrand� Le terme ej	
�y�� est purement oscillatoire� le param	etre � jouant le r�ole du
facteur de dilatation des oscillations� Ainsi� lorsque � est grand� ce terme d�ecrit de nombreuses oscillations
sur l�intervalle d�int�egration �a� b�� On pr�evoit donc qu�en ce cas� les oscillations positives et n�egatives vont
s�annuler dans l�int�egration et qu�il est possible d�exploiter ces r�esultats pour approcher la valeur de l�int�egrale
et d�e
nir sa limite asymptotique ��
�����

Nous allons pr�eciser cette id�ee 	a partir des 
gures D�� et D��� La 
gure D�� montre un exemple typique
d��evolution d�un terme de phase ��y��� L�abscisse ys rep	ere le point de phase stationnaire qui correspond au
maximum de la fonction ��y��� Pour cet exemple� la 
gure D�� reproduit les variations du terme cos����y���
associ�e 	a une faible �� � �� et 	a une grande �� � ��� valeur de �� Dans le second cas� on se rend compte
que� d	es que le nombre d�oscillations devient important� les alternances positives et n�egatives se compensent
lorsque l�on int�egre la fonction cos����y���� de telle sorte qu�il ne reste que la contribution du voisinage du
point stationnaire et des bornes de l�intervalle d�int�egration �cf� Fig� D���� Par suite� une valeur approch�ee
de l�int�egrale est obtenue en restreignant le domaine d�int�egration au voisinage de ces trois points� En fait�
on montre au moyen d�une int�egration par parties que la contribution des bornes a et b est en �

	
� alors que

celle du point stationnaire est en �p
	
� Pour � grand� cette derni	ere pr�edomine donc et la limite asymptotique

de l�int�egrale I��� s��ecrit�

I��� �

	��

lim
���

Z ys��

ys��
f�y�� e

j	
�y�� dy� �D���
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y�a ys

b

cos�� ��y���

�a� � � �

y�ysa b

cos�� ��y���

�b� � � ��

Fig�D�� 
 Trac�e de la fonction cos����y��� pour deux valeurs de �� Illustration du principe de l�approximation
de la phase stationnaire
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D�� D�erivation de la limite asymptotique de l	int�egrale

L�int�egrale de l��equation D�� est �evalu�ee 	a partir d�un d�eveloppement limit�e � d�eveloppement de Tay

lor � de l�int�egrand au voisinage du point stationnaire ys�

f�y�� e
j	
�y�� � f�ys� e

j	�
�ys��
�
�

���ys� �y��ys��


Dans le d�eveloppement du terme de phase� le terme du premier ordre dispara�#t puisque� par d�e
nition du
point de phase stationnaire� on a�

���ys� � � �

Par suite� il vient�

I��� �

	��

lim
���

Z ys��

ys��
f�ys� e

j	�
�ys�� �
�

���ys� �y��ys��
 dy� �D���

Gr�ace 	a plusieurs changements de variable �Murray� ������ on se ram	ene 	a une int�egrale de la forme�Z ��

��
e�j�

�

d�

qui se calcule en appliquant le th�eor	eme de Cauchy �Murray� ������Z ��

��
e�j�

�

d� �
p
� e�j

�
�

Finalement� on obtient�

I��� �

	��

s
��

�j����ys�j f�ys� e
j	
�ys��signe�


���ys�
 �
� �D���

Cette expression constitue la limite asymptotique de l�int�egrale I��� et d�e
nit l�approximation de la Phase
Stationnaire�

D�� Application aux int�egrales de Kirchho� et Rayleigh

D���� Validit�e de l�approximation

Dans le cadre des int�egrales de Kirchho! et Rayleigh� l�approximation de la phase stationnaire est appli

qu�ee 	a une int�egrale de la forme�

I �

Z ��

��
f�y�� e

j
�y�� dy�

o	u le terme de phase s��ecrit�
��y�� � �k�R� �R��

avec �� �
R� �

p
�x� � xm�� � �y� � ym�� � �z� � zm��

R� �
p
�x� � x�� � �y� � y�� � �z� � z��

En ce cas� la condition sur � n�intervient pas dans la mesure o	u les bornes d�int�egration sont repouss�ees
	a l�in
ni� En e!et� lorsque la variable y� tend vers l�in
ni� le terme ej
�y�� pr�esente une in
nit�e d�oscillations�
ce qui justi
e l�approximation de la phase stationnaire�

I �
s

��

j����ys�j f�ys� e
jf
�ys��sgn�
���ys�
 �

�
g �D���

��On rappelle que les vecteurs �rm� �r� et �r rep�erent respectivement les positions de la source primaire� d�une source secondaire
et du point d��ecoute�

���



Approximation de la phase stationnaire

D���� Point de phase stationnaire

On veut expliciter l��equation D��� Dans ce but� nous allons d�eterminer le point de phase stationnaire� Le
terme de phase s�exprime�

��y�� � �k�
p
�x� � xm�� � �y� � ym�� � �z� � zm�� �

p
�x� � x�� � �y� � y�� � �z� � z���

On calcule ses d�eriv�ees premi	ere et seconde relativement 	a y���
���y�� � �k�y��ym

R�
� y��y

R�
� �

����y�� � �k
h
�x��xm����z��zm��

R�
�

� �x��x����z��z��
R�
�

i
La condition�

���y�� � �

donne�

ys �
R�y �R�ym
R� �R�

Dans le cas o	u la source primaire et le point d��ecoute appartiennent au m�eme plan horizontal� soit le plan
d�e
ni par�

y � �

on v�eri
e que�
ys � �

c�est
	a
dire que le point de phase stationnaire appartient aussi 	a ce plan� Dans tout ce qui suit� on se limite
	a ce cas� ce qui simpli
�e avantageusement les calculs�

D���� Approximation de l�int�egrale

Avec�
ym � y � ys � �

on obtient� �
R�s � R� jy�
ys �

p
�x� � xm�� � �z� � zm��

R�s � R� jy�
ys �
p

�x� � x�� � �z� � z��

Par suite� il vient�

����ys� � �k
�

�

R�s

�
�

R�s

�
En reportant ces r�esultats dans l��equation D��� on en d�eduit l�expression approch�ee de l�int�egrale I�

I �
r

��

jk

s
R�sR�s

R�s � R�s

f�ys� e
�jk�R�s�R�s � �D���
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Annexe E

Routines Matlab de simulation de

l�holophonie
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Routines Matlab de simulation de l�holophonie

E�� Introduction

Cette annexe reproduit les routines Matlab utilis�ees pour simuler le proc�ed�e holophonique et qui ont �et�e
d�evelopp�ees par l�auteur au cours du travail de th	ese�

���



Routines Matlab de simulation de l�holophonie

E�� Int�egrale de Rayleigh I

function p � rayleigh��R��R��N�dl�Rr�f��Fe�Nf�

� function p � rayleigh��R��R��N�dl�Rr�f��Fe�Nf�

�

� 			
 simulation d�un champ acoustique synthetise

� selon l�integrale de Rayleigh �

� �distribution �D de sources secondaires�

� droite ou cercle�

�

� ARGUMENTS� 
 R� � �x� position de la source primaire

� y�

� z��

� 
 R� � �x� ��� position des sources secondaires

� y� ���

� z� ����

� 
 N � �nx ��� normale au reseau de sources

� ny ��� secondaires

� nz ����

� 
 dl element d�integration

� 
 Rr � �xr ��� position des recepteurs

� yr ���

� zr ����

� 
 f� � f � Fe frequence centrale de l�impulsion

� gaussienne

� 
 Fe frequence d�echantillonnage

� 
 Nf nombre de points de calcul de la FFT

�

� RESULTAT� 
 p champ de pression restitue

� ������������������� PARAMETRES

� Impulsion

h � feval��impgauss�� f�� �

H������� � fft�h�Nf� �

� Position de la source

x� � R���� �

y� � R���� �

z� � R���� �

� Position des sources secondaires

x� � R������ �

y� � R������ �

z� � R������ �

Ns � size�R���� �

� Normale

nx � N����� �

���



Routines Matlab de simulation de l�holophonie

ny � N����� �

nz � N����� �

� Position des recepteurs

xr � Rr����� �

yr � Rr����� �

zr � Rr����� �

Nr � size�Rr��� �

� Points frequentiels

K � pi 
 Fe � ���� �

k� � linspace���K� Nf�� � � � �

k� � linspace�	K��� Nf�� � � � �

k������� � �k�����Nf��������k�����Nf����� �

� ������������������� CALCULS

� Distance source �aire � srces �aires

D� � sqrt� �x�	x����� � �y�	y����� � �z�	z����� � �

� Angle source �aire � srces �aires

C� � �x�	x�� �
 nx � �y�	y�� �
 ny � �z�	z�� �
 nz �

� Distance sources �aires � recepteurs

D� � � repmat�xr� �Ns ��� 	 repmat��x����� �� Nr�� ���� �

D� � D� � � repmat�yr� �Ns ��� 	 repmat��y����� �� Nr�� ���� �

D� � D� � � repmat�zr� �Ns ��� 	 repmat��z����� �� Nr�� ���� �

D� � sqrt�D�� �

jkD� � j �
 � repmat�k� �Ns � ��� �
 repmat��D����� �� � Nf�� � �

D � repmat��D����� �� Nr�� � D� �

jkD � j �
 � repmat�k� �Ns Nr ��� �
 repmat�D� �� � Nf�� � �

� Pression induite par l�ensemble des sources secondaires

P � 	 C� �� �D����� �

P � repmat��P���� �� Nr�� �� D� �

P � repmat�P� �� � Nf�� �
 repmat�H� �Ns Nr ��� �

P � P �
 �� � repmat�jkD�� �� Nr ���� �
 exp� 	 jkD � �

� Sommation des contributions des sources secondaires

P � sum�P��� �

P � shiftdim�P��� �

� Retour dans le domaine temporel

p � ifft�P�Nf��� �

p � real�p� �

p � � dl � ��
pi� � �
 p �

���



Routines Matlab de simulation de l�holophonie

E�� Int�egrale de Rayleigh II

function p � rayleigh��R��R��N�dl�Rr�f��Fe�Nf�

� function p � rayleigh��R��R��N�dl�Rr�f��Fe�Nf�

�

� 			
 simulation d�un champ acoustique synthetise

� selon l�integrale de Rayleigh �

� �distribution �D de sources secondaires�

� segment ou cercle par exemple�

�

� ARGUMENTS� 
 R� � �x� position de la source primaire

� y�

� z��

� 
 R� � �x� ��� position des sources secondaires

� y� ���

� z� ����

� 
 N � �nx ��� normale au reseau de sources

� ny ��� secondaires

� nz ����

� 
 dl element d�integration

� 
 Rr � �xr ��� position des recepteurs

� yr ���

� zr ����

� 
 f� � f � Fe frequence centrale de l�impulsion

� gaussienne

� 
 Fe frequence d�echantillonnage

� 
 Nf nombre de points de calcul de la FFT

�

� RESULTAT� 
 p champ de pression restitue

� ������������������� PARAMETRES

� Impulsion

h � feval��impgauss�� f�� �

H������� � fft�h�Nf� �

� Position de la source

x� � R���� �

y� � R���� �

z� � R���� �

� Position des sources secondaires

x� � R������ �

y� � R������ �

z� � R������ �

Ns � size�R���� �

� Normale

nx � N����� �

���



Routines Matlab de simulation de l�holophonie

ny � N����� �

nz � N����� �

� Position des recepteurs

xr � Rr����� �

yr � Rr����� �

zr � Rr����� �

Nr � size�Rr��� �

� Points frequentiels

K � pi 
 Fe � ���� �

k� � linspace���K� Nf�� � � � �

k� � linspace�	K��� Nf�� � � � �

k������� � �k�����Nf��������k�����Nf����� �

� ������������������� CALCULS

� Distance source �aire � srces �aires

D� � sqrt� �x�	x����� � �y�	y����� � �z�	z����� � �

� Distance sources �aires � recepteurs

D� � � repmat�xr� �Ns ��� 	 repmat��x����� �� Nr�� ���� �

D� � D� � � repmat�yr� �Ns ��� 	 repmat��y����� �� Nr�� ���� �

D� � D� � � repmat�zr� �Ns ��� 	 repmat��z����� �� Nr�� ���� �

D� � sqrt�D�� �

� Angle sources �aires � recepteurs

C� � � repmat�xr� �Ns ���	repmat��x����� �� Nr�� � �
 repmat��nx���� �� Nr�� �

C� � C� � � repmat�yr� �Ns ��� 	 repmat��y����� �� Nr�� � �
 repmat��ny���� �� Nr�� �

C� � C� � � repmat�zr� �Ns ��� 	 repmat��z����� �� Nr�� � �
 repmat��nz���� �� Nr�� �

jkD� � j �
 � repmat�k� �Ns Nr ��� �
 repmat�D�� �� � Nf�� � �

D � repmat��D����� �� Nr�� � D� �

jkD � j �
 � repmat�k� �Ns Nr ��� �
 repmat�D� �� � Nf�� � �

� Pression induite par l�ensemble des sources secondaires

P � 	 � C� �� �D������ �� repmat��D����� �� Nr�� �

P � repmat�P� �� � Nf�� �
 repmat�H� �Ns Nr ��� �

P � P �
 �� � jkD�� �
 exp� 	 jkD � �

� Sommation des contributions des sources secondaires

P � sum�P��� �

P � shiftdim�P��� �

� Retour dans le domaine temporel

p � ifft�P�Nf��� �

p � real�p� �

p � � dl � ��
pi� � �
 p �

���



Routines Matlab de simulation de l�holophonie

E�
 Int�egrale de Rayleigh I avec l	approximation de la Phase Sta�
tionnaire

function p � rayl�PStheo�R��R��N�dl�Rr�f��Fe�Nf�

� function p � rayl�PStheo�R��R��N�dl�Rr�f��Fe�Nf�

�

� 			
 simulation d�un champ acoustique synthetise

� selon l�integrale de Rayleigh �

� et prenant en compte l�APPROXIMATION DE LA

� PHASE STATIONNAIRE

� �distribution �D de sources secondaires�

� droite ou cercle�

�

� ARGUMENTS� 
 R� � �x� position de la source primaire

� y�

� z��

� 
 R� � �x� ��� position des sources secondaires

� y� ���

� z� ����

� 
 N � �nx ��� normale au reseau de sources

� ny ��� secondaires

� nz ����

� 
 dl element d�integration

� 
 Rr � �xr ��� position des recepteurs

� yr ���

� zr ����

� 
 f� � f � Fe frequence centrale de l�impulsion

� gaussienne

� 
 Fe frequence d�echantillonnage

� 
 Nf nombre de points de calcul de la FFT

�

� RESULTATS� 
 p champ de pression restitue avec

� approximation de la phase stationnaire

� theorique

� ������������������� PARAMETRES

� Impulsion

h � feval��impgauss�� f�� �

H������� � fft�h�Nf� �

� Position de la source

x� � R���� �

y� � R���� �

z� � R���� �

� Position des sources secondaires

x� � R������ �

y� � R������ �

���



Routines Matlab de simulation de l�holophonie

z� � R������ �

Ns � size�R���� �

� Normale

nx � N����� �

ny � N����� �

nz � N����� �

� Position des recepteurs

xr � Rr����� �

yr � Rr����� �

zr � Rr����� �

Nr � size�Rr��� �

� Points frequentiels

K � pi 
 Fe � ���� �

k� � linspace���K� Nf�� � � � �

k� � linspace�	K��� Nf�� � � � �

k������� � �k�����Nf��������k�����Nf����� �

� ������������������� CALCULS

� Distance source �aire � srces �aires

D� � sqrt� �x�	x����� � �y�	y����� � �z�	z����� � �

� Angle source �aire � srces �aires

C� � �x�	x�� �
 nx � �y�	y�� �
 ny � �z�	z�� �
 nz �

� Distance sources �aires � recepteurs

D� � � repmat�xr� �Ns ��� 	 repmat��x����� �� Nr�� ���� �

D� � D� � � repmat�yr� �Ns ��� 	 repmat��y����� �� Nr�� ���� �

D� � D� � � repmat�zr� �Ns ��� 	 repmat��z����� �� Nr�� ���� �

D� � sqrt�D�� �

jkD� � j �
 � repmat�k� �Ns � ��� �
 repmat��D����� �� � Nf�� � �

D � repmat��D����� �� Nr�� � D� �

jkD � j �
 � repmat�k� �Ns Nr ��� �
 repmat�D� �� � Nf�� � �

� Correction de la phase stationnaire �theorique�

E������� � �� �

E��������Nf���� � � �� � sqrt�j� 
 sqrt�k��������Nf����� � �

E������Nf������ � �� �

Eneg � flipdim�E��������Nf������� �

E�������Nf�������Nf� � real�Eneg� 	 j 
 imag�Eneg� �

� Pression induite par l�ensemble des sources secondaires

P � 	 C� �� �D����� �

���



Routines Matlab de simulation de l�holophonie

P � repmat��P���� �� Nr�� �� D� �

P � repmat�P� �� � Nf�� �
 repmat�H� �Ns Nr ��� �

P � P �
 �� � repmat�jkD�� �� Nr ���� �
 exp� 	 jkD � �

� approximation de la phase stationnaire

P � P �
 repmat�sqrt� �repmat��D����� �� Nr�� �
 D�� �� D�� �� � Nf�� �

P � P �
 repmat�E� �Ns Nr ��� �

� Sommation des contributions des sources secondaires

P � sum�P��� �

P � shiftdim�P��� �

� Retour dans le domaine temporel

p � ifft�P�Nf��� �

p � real�p� �

p � � dl � sqrt��
pi� � �
 p �

���



Routines Matlab de simulation de l�holophonie

E�� Int�egrale de Rayleigh II avec l	approximation de la Phase
Stationnaire

function �p��p��p�� � rayl�PStheo�R��R��N�dl�Rr�f��Fe�Nf�

� function �p��p��p�� � rayl�PStheo�R��R��Rr�N�dl�f��Fe�Nf�

�

� 			
 simulation d�un champ acoustique synthetise

� selon l�integrale de Rayleigh �

� et prenant en compte l�APPROXIMATION DE LA

� PHASE STATIONNAIRE

� �distribution �D de sources secondaires�

� segment ou cercle par exemple�

�

� ARGUMENTS� 
 R� � �x� position de la source primaire

� y�

� z��

� 
 R� � �x� ��� position des sources secondaires

� y� ���

� z� ����

� 
 N � �nx ��� normale au reseau de sources

� ny ��� secondaires

� nz ����

� 
 dl element d�integration

� 
 Rr � �xr ��� position des recepteurs

� yr ���

� zr ����

� 
 f� � f � Fe frequence centrale de l�impulsion

� gaussienne

� 
 Fe frequence d�echantillonnage

� 
 Nf nombre de points de calcul de la FFT

�

� RESULTATS� 
 p� champ de pression restitue avec

� approximation de la phase stationnaire

� theorique

� ������������������� PARAMETRES

� Impulsion

h � feval��impgauss�� f�� �

H������� � fft�h�Nf� �

� Position de la source

x� � R���� �

y� � R���� �

z� � R���� �

� Position des sources secondaires

x� � R������ �

���



Routines Matlab de simulation de l�holophonie

y� � R������ �

z� � R������ �

Ns � size�R���� �

� Normale

nx � N����� �

ny � N����� �

nz � N����� �

� Position des recepteurs

xr � Rr����� �

yr � Rr����� �

zr � Rr����� �

Nr � size�Rr��� �

� Points frequentiels

K � pi 
 Fe � ���� �

k� � linspace���K� Nf�� � � � �

k� � linspace�	K��� Nf�� � � � �

k������� � �k�����Nf��������k�����Nf����� �

� ������������������� CALCULS

� Distance source �aire � srces �aires

D� � sqrt� �x�	x����� � �y�	y����� � �z�	z����� � �

� Distance sources �aires � recepteurs

D� � � repmat�xr� �Ns ��� 	 repmat��x����� �� Nr�� ���� �

D� � D� � � repmat�yr� �Ns ��� 	 repmat��y����� �� Nr�� ���� �

D� � D� � � repmat�zr� �Ns ��� 	 repmat��z����� �� Nr�� ���� �

D� � sqrt�D�� �

� Angle sources �aires � recepteurs

C� � � repmat�xr� �Ns ���	repmat��x����� �� Nr�� � �
 repmat��nx���� �� Nr�� �

C� � C� � � repmat�yr� �Ns ��� 	 repmat��y����� �� Nr�� � �
 repmat��ny���� �� Nr�� �

C� � C� � � repmat�zr� �Ns ��� 	 repmat��z����� �� Nr�� � �
 repmat��nz���� �� Nr�� �

jkD� � j �
 � repmat�k� �Ns Nr ��� �
 repmat�D�� �� � Nf�� � �

D � repmat��D����� �� Nr�� � D� �

jkD � j �
 � repmat�k� �Ns Nr ��� �
 repmat�D� �� � Nf�� � �

� Correction de la phase stationnaire �theorique�

E������� � �� �

E��������Nf���� � � �� � sqrt�j� 
 sqrt�k��������Nf����� � �

E������Nf������ � �� �

Eneg � flipdim�E��������Nf������� �

E�������Nf�������Nf� � real�Eneg� 	 j 
 imag�Eneg� �

� Pression induite par l�ensemble des sources secondaires

���



Routines Matlab de simulation de l�holophonie

P � 	 � C� �� �D������ �� repmat��D����� �� Nr�� �

P � repmat�P� �� � Nf�� �
 repmat�H� �Ns Nr ��� �

P � P �
 �� � jkD�� �
 exp� 	 jkD � �

� approximation de la phase stationnaire

P � P �
 repmat�sqrt� �repmat��D����� �� Nr�� �
 D�� �� D�� �� � Nf�� �

P � P �
 repmat�E� �Ns Nr ��� �

� Sommation des contributions des sources secondaires

P � sum�P��� �

P � shiftdim�P��� �

� Retour dans le domaine temporel

p � ifft�P�Nf��� �

p � real�p� �

p � � dl � sqrt��
pi� � �
 p �

���



Routines Matlab de simulation de l�holophonie

E�
 Int�egrale de Rubinowicz

function p � rubinowicz�R��R��dl�Rr�f��Fe�Nf�

� function p � rubinowicz�R��R��Rr�dl�f��Fe�Nf�

�

� 			
 calcul du champ diffracte selon l�integrale de Rubinowicz

�

� ARGUMENTS� 
 R� � �x� position de la source primaire

� y�

� z��

� 
 R� � �x� ��� position des sources de Rubinowicz

� y� ���

� z� ����

� 
 dl � �dlx ��� element d�integration

� dly ��� oriente

� dlz ����

� 
 Rr � �xr ��� position des recepteurs

� yr ���

� zr ����

� 
 f� � f � Fe frequence centrale de l�impulsion

� gaussienne

� 
 Fe frequence d�echantillonnage

� 
 Nf nombre de points de calcul de la FFT

�

� RESULTAT� 
 p champ de pression restitue

� ������������������� PARAMETRES

� Impulsion

h � feval��impgauss�� f�� �

H������� � fft�h�Nf� �

� Position de la source

x� � R���� �

y� � R���� �

z� � R���� �

� Position des sources secondaires

x� � R������ �

y� � R������ �

z� � R������ �

Ns � size�R���� �

� Element d�integration

dlx � dl����� �

dly � dl����� �

dlz � dl����� �

� Position des recepteurs

���



Routines Matlab de simulation de l�holophonie

xr � Rr����� �

yr � Rr����� �

zr � Rr����� �

Nr � size�Rr��� �

� Points frequentiels

K � pi 
 Fe � ���� �

k� � linspace���K� Nf�� � � � �

k� � linspace�	K��� Nf�� � � � �

k������� � �k�����Nf��������k�����Nf����� �

� ������������������� CALCULS

� Vecteur r�

r�x � x� 	 x� �

r�y � y� 	 y� �

r�z � z� 	 z� �

� Distance source �aire � srces �aires

D� � sqrt� r�x��� � r�y��� � r�z��� � �

� Vecteur r�

r�x � repmat��x����� �� Nr�� 	 repmat�xr� �Ns ��� �

r�y � repmat��y����� �� Nr�� 	 repmat�yr� �Ns ��� �

r�z � repmat��z����� �� Nr�� 	 repmat�zr� �Ns ��� �

� Distance sources �aires � recepteurs

D� � sqrt� r�x��� � r�y��� � r�z��� � �

� produit vectoriel r� � dl

C�x � r�y �
 dlz 	 r�z �
 dly �

C�y � r�z �
 dlx 	 r�x �
 dlz �

C�z � r�x �
 dly 	 r�y �
 dlx �

� produit scalaire r� � � r� � dl �

C� � r�x �
 repmat�C�x��� �� Nr�� �

C� � C� � r�y �
 repmat�C�y��� �� Nr�� �

C� � C� � r�z �
 repmat�C�z��� �� Nr�� �

� produit scalaire r� � r�

C� � repmat�r�x��� �� Nr�� �
 r�x �

C� � C� � repmat�r�y��� �� Nr�� �
 r�y �

C� � C� � repmat�r�z��� �� Nr�� �
 r�z �

Ds � repmat��D����� �� Nr�� � D� �

jkDs � j �
 � repmat�k� �Ns Nr ��� �
 repmat�Ds� �� � Nf�� � �

Dp � repmat�D���� �� Nr�� �
 D� �

� Pression induite par l�ensemble des sources secondaires

P � C� �� ��Dp � C�� �
 Dp� �
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Routines Matlab de simulation de l�holophonie

P � repmat�H� �Ns Nr ��� �
 repmat�P� �� � Nf�� �
 exp�	 jkDs� �

� Sommation des contributions des sources secondaires

P � sum�P��� �

P � shiftdim�P��� �

� Retour dans le domaine temporel

p � ifft�P�Nf��� �

p � real�p� �

p � p � ��
pi� �

���
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Impulsion Gaussienne
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Fig� F�� 
 Impulsion gaussienne� Signal temporel �f� � ��� Hz�

F�� D�e�nition

Dans le cadre des simulations et des mesures du prototype holophonique� le signal �emis est une impulsion
gaussienne qui correspond 	a un sinus fen�etr�e sur une p�eriode et pond�er�e par une gaussienne �Start� �����
�Verheijen� ������ Ce choix d�e
nit une impulsion dont le support est compact 	a la fois dans le domaine
temporel et dans le domaine fr�equentiel gr�ace aux propri�et�es de la gaussienne� Il en r�esulte une visualisation
optimale du front d�onde sur les repr�esentations spatio
temporelles de l�onde de pression pour les simulations
ou les mesures�

L�impulsion gaussienne s�exprime sous la forme�

h�t� �
�

h�
e�a�t�

T�
� �

�

sin���f�t� Rect

�
t � T�

�

T�

�
�F���

Dans cette expression� le param	etre f� d�esigne la fr�equence du sinus et T� est la p�eriode associ�ee�

T� �
�

f�

Le terme h� est un facteur de normalisation a
n que le maximum de h�t� soit syst�ematiquement ramen�e 	a
la valeur de ��

h� � max
t����T�


h
e�a�t�

T�
� �

�

sin���f�t�
i

�F���
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 Impulsion gaussienne� Spectre fr�equentiel �f� � ��� Hz�

En
n� le param	etre a d�etermine la d�ecroissance de la gaussienne� Dans le cadre de nos applications� il a �et�e

x�e 	a�

a � � ln���� f�� �F���

L�allure de l�impulsion gaussienne obtenue pour la fr�equence f� � ��� Hz est reproduite sur la 
gure F���

F�� Spectre

Le spectre d�une fonction sinus comporte deux raies en f � 
f��

TF �sin���f�t���f� �
j

�
�
�f � f�� � 
�f � f��� �F���

Lorsque le sinus est tronqu�e 	a une p�eriode T� avec une pond�eration gaussienne� son spectre s��elargit 	a deux
bandes spectrales centr�ees sur ces deux raies� On obtient ainsi une impulsion 	a bande spectrale limit�ee centr�ee
sur les fr�equences f � 
f�� Son spectre est illustr�e sur la 
gure F���
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Annexe G

Spectre spatial d�une onde sph�erique
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Spectre spatial d�une onde sph�erique

G�� Spectre �D

Un monop�ole acoustique induit une onde sph�erique dont le signal de pression est d�ecrit en fonction des
coordonn�ees d�espace �r�x� y� z� par �Bruneau� ������

g��r� � as
ejkr

��r
�G���

avec�
r � j�rj

On a consid�er�e ici une source situ�ee 	a l�origine �r��� �� �� et qui �emet un signal monochromatique de fr�equence
f correspondant 	a un nombre d�onde k donn�e par�

k �
��f

c

Le spectre spatial de l�onde sph�erique est obtenu en appliquant 	a la fonction g��r� une transform�ee de
Fourier 	a � dimensions par rapport 	a ses coordonn�ees d�espace� selon la formule suivante�

G�D���� �

ZZZ ��

��
g��r� e�j�
��r dxdydz �G���

Pour calculer cette int�egrale� on substitue les coordonn�ees sph�eriques �r�r� �� �� aux coordonn�ees cart�e

siennes �r�x� y� z� �Johnson $ Dudgeon� ������

G�D���� �

Z �

�

Z �

�

Z ��

�

g�r� e�jr�
x sin � cos��
y sin � sin�
z cos �� r� sin � d�d�dr

� as

Z �

�

Z �

�

Z ��

�

ejkr

��r
e�jr�
x sin � cos��
y sin � sin �
z cos �� r� sin � d�d�dr �G���

Il est int�eressant de remarquer que la fonction g ne d�epend pas des angles � et �� mais seulement du rayon
r� c�est
	a
dire qu�elle pr�esente une sym�etrie sph�erique� On en d�eduit que son spectre G�D pr�esente �egalement
une sym�etrie sph�erique et� par suite� il n�est pas n�ecessaire de l��evaluer dans tout l�espace �Johnson $
Dudgeon� ������ Il su%t en e!et de le conna�#tre le long d�une ligne issue de l�origine ����� �� �� et� par sym�etrie�
on peut �etendre ce r�esultat 	a n�importe quelle ligne issue de l�origine� Nous allons exprimer l�int�egrale
pr�ec�edente �cf� Equ� G��� en se limitant 	a des points �� situ�es le long de l�axe �o�z � ce qui revient 	a prendre�	


�
�x � �
�y � �
�z � j��j � �

Il vient�

G�D��� � as

Z �

�

Z �

�

Z ��

�

ejkr

��r
e�jr
 cos � r� sin � d�d�dr �G���

Les int�egrales sur les angles � et � se calculent sans di%cult�e�Z ��

�
d� � �� �G���

Z �

�

e�jr
 cos � sin � d� �

�
e�jr
 cos �

jr�

��
�
�
�

� �
sin�r��

r�
�G���

Il reste l�int�egrale portant sur le rayon r�

G�D��� �
as
�

Z �

�

ejkr sin�r�� dr �G���
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Spectre spatial d�une onde sph�erique

On y reconna�#t la transform�ee de Fourier d�une fonction sinus sin�r�� multipli�ee par un �echelon de Heaviside
u�r��

G�D��� �
as
�

Z ��

��
ejkr sin�r�� u�r� dr �G���

Dans le domaine de Fourier� le produit simple devient un produit de convolution� ainsi� si S�k� et U �k�
d�esignent les transform�ees de ces deux fonctions� il vient�

G�D �
as
�

U � S �G���

Les transform�ees de Fourier S et U sont donn�ees par �Reinhard� ������

�
S�k� � �

�j �
�k � �� � 
�k � ���

U �k� � �
� 
�k�� �

�j�k

�G����

Finalement le spectre spatial de l�onde sph�erique s��ecrit donc �Johnson $ Dudgeon� ������

G�D��� �
as�

j��
�
�� � k�� 
��� k�� �

�

�� � k�
�G����

Comme k et � n�admettent que des valeurs positives� il est possible d�omettre le second terme 
�� � k��

G�� Spectre �D

Si l�onde sph�erique est �evalu�ee sur un plan z � z�� on peut calculer son spectre �D qui s�obtient par une
transform�ee de Fourier 	a deux dimensions appliqu�ee sur le couple de coordonn�ees d�espace �x� y��

G�D��x� �y� �

ZZ ��

��
g��r�jz
z� e�j�
xx�
yy� dxdy �G����

Le spectre �D peut aussi se d�eduire du spectre �D� Par transform�ee de Fourier inverse� on est en e!et
capable d�exprimer la pression g��r� 	a partir de son spectre G�D�

g��r� �

ZZZ ��

��
G�D��

�
x� �

�
y� �

�
z� e

j�
�xx�

�
yy�


�
zz� d��xd�

�
yd�

�
z

�

ZZZ ��

��

�
as�

j���

��� � k� �

as
�
�� � k�

�
ej�


�
xx�


�
yy�


�
zz� d��xd�

�
yd�

�
z �G����

On remplace alors g par cette expression dans le calcul du spectre G�D�

G�D��x� �y� �

Z
� � �
Z ��

��
G�D��

�
x� �

�
y� �

�
z�e

j�
�xx�

�
yy�


�
zz��e�j�
xx�
yy�d��xd�

�
yd�

�
zdxdy �G����

Le calcul des int�egrales sur les coordonn�ees d�espace �x� y� est imm�ediat �Reinhard� ������

Z ��

��
ej�


�
x�
x�x � 
���x � �x� �G����

Z ��

��
ej�


�
y�
y�y � 
���y � �y� �G����

Il vient�

G�D��x� �y� �

ZZZ ��

��
G�D��

�
x� �

�
y� �

�
z� e

j
�zz� 
��x � ��x� 
��y � ��y� d�
�
xd�

�
yd�

�
z �G����
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Spectre spatial d�une onde sph�erique

La pr�esence des distributions de Dirac permet d�exprimer les int�egrales sur les variables ��x et ��y�Z ��

��
G�D��

�
x� �

�
y� �

�
z� 
��

�
x � �x�� d�

�
x � G�D��x� �

�
y� �

�
z� �G����

Z ��

��
G�D��x� �

�
y� �

�
z� 
��

�
y � �y�� d�

�
y � G�D��x� �y� �

�
z� �G����

Il en r�esulte que le spectre G�D s�exprime comme�

G�D��x� �y� �

Z ��

��
G�D��x� �y� �

�
z� e

j
�zz� d��z �G����

o	u on reconna�#t la transform�ee de Fourier du spectre G�D appliqu�ee sur sa troisi	eme variable ��z�

G�D��x� �y� �

Z ��

��

�
as�

j���

��� � k� �

as
��� � k�

�
ej


�
zz� d��z

�

Z ��

��

�
�as � 
�

q
��
x � ��

y � �
��
z � k�

j�
q
��
x � ��

y � �
��
z

�
as

��
x � ��

y � �
��
z � k�

�
� e�j


�
zz� d��z �G����

Cette int�egrale se calcule en appliquant les propri�et�es de la distribution de Dirac d�une part et en utilisant
les tables des transform�ees de Fourier d�autre part� On d�ecompose le calcul en deux int�egrales�

I� � as�

Z ��

��


�
q
��
x � ��

y � ���
z � k�

j�
q
��
x � ��

y � ���
z

e�j

�
zz� d��z �G����

I� � as

Z ��

��

e�j

�
zz�

��
x � ��

y � �
��
z � k�

d��z �G����

L�int�egrale I� repr�esente la contribution des ondes planes dont le vecteur d�onde �� pointe sur la sph	ere de
rayon � � k� tandis que l�int�egrale I� correspond aux ondes dont le vecteur d�onde pointe en dehors de la
surface de cette sph	ere�

G���� Calcul de la premi�ere int�egrale I�

Pour exprimer la premi	ere int�egrale �cf� Equ� G����� il faut d�eterminer les z�eros de l�argument de la
distribution de Dirac� Soit f���z� la la fonction qui d�e
nit l�argument de la distribution de Dirac�

f���z� �
q
��
x � ��

y � ���
z � k �G����

sa d�eriv�e est donn�ee par�

f ����z� �
��zq

��
x � ��

y � ���
z

�G����

On d�esigne par ��zi pour i � �� � � �N �� les N z�eros de la fonction f���z�� On montre alors que�


�f���z�� �
NX
i
�


���z � ��zi�
jf ����z�j

�G����

Il convient de distinguer trois cas� 	�

��

��
x � ��

y � k�

��
x � ��

y � k�

��
x � ��

y � k�
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�er cas� ��
x � ��

y � k�

La fonction f���z� poss	ede deux z�eros donn�es par�

��z��� � 

q
k� � ��

x � ��
y

Il vient�

I� � as�

�X
i
�

e�j

�
zi
z�

j�j��zij

� as�
cos�

q
k� � ��

x � ��
y z��q

k� � ��
x � ��

y

�G����

�e cas� ��
x � ��

y � k�

La fonction f���z� poss	ede deux z�eros donn�es par�

��z��� � 
j
q
��
x � ��

y � k�

On remarque que ces deux valeurs ne sont pas r�eelles� Comme la variable ��z ne prend que des valeurs
r�eelles� il en r�esulte que�

I� � � �G����

�e cas� ��
x � ��

y � k�

La fonction f���z� ne pr�esente qu�un z�ero qui correspond 	a�

��z� � �

L�int�egrale I� s��ecrit alors�

I� � as�

Z ��

��


���z�
j�j��zj

e�j

�
zz� d��z

� as�

Z ��

��


���z�
j�j��zj

d��z �G����

Cette int�egrale soul	eve un probl	eme d�ind�etermination qui pourra �etre r�esolu en la recombinant avec
l�int�egrale I��

G���� Calcul de la seconde int�egrale I


L�int�egrale I� �cf� Equ� G���� s�interpr�ete comme la tranform�ee de Fourier de la fonction f���z� d�e
nie
par�

f���z� � as
�

��
x � ��

y � ���
z � k�

�G����

Les tables donnent�

I� �

	�

��
� as�

sin�
p
k��
�x�
�y jz�j�p
k��
�x�
�y

si
q
��
x � ��

y � k

as�
e
�
p

��x��
�
y�k

�jz�jp

�x�


�
y�k�

si
q
��
x � ��

y � k
�G����
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Dans le cas o	u
q
��
x � ��

y � k� on recombine les deux int�egrales I� et I� a
n de lever l�ind�etermination�

I� � I� � as

��Z
��

�
�


���z�
j�j��zj

�
�

�
��
z

�
e�j


�
zz� d��z

� as

��Z
��

�

�
��
z

�
� j��zj


���z�
j�

� �

�
e�j


�
zz� d��z �G����

Attendu que�

j��zj 
���z� � � �G����

le premier terme de l�int�egrand dispara�#t�

I� � I� � as �

��Z
��

e�j

�
zz�

�
��
z

d��z

� �jz�j �G����

En ajoutant les r�esultats des int�egrales I� et I�� on obtient le spectre spatial G�D cherch�e�

G�D��x� �y� �

	�����

������

� e
�j
p

k����x��
�
y jz�jp

k��
�x�
�y
si
q
��
x � ��

y � k

� jz�j si
q
��
x � ��

y � k

� e
�
p

��x��
�
y�k

�jz�jp

�x�


�
y�k�

si
q
��
x � ��

y � k

�G����
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Approximation de Fresnel
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H�� Principe

L�approximation de Fresnel peut �etre utilis�ee pour �evaluer les int�egrales de la forme�

I �

Z ��

a

f��� ej
��� d� �H���

Elle est bas�ee sur un d�eveloppement limit�e 	a l�ordre � du terme de phase ���� au voisinage de la borne
inf�erieure de l�int�egrale � � a �Start� ������

���� � ��a� � �� � a� ���a� �
�

�
����a� �H���

qui peut encore s��ecrire�

���� � ��a� � �a ��� � ��a� �H���

avec� 	��

���

� �
q

j
���a�j
�

h
�� a� 
��a�


���a�

i
�a � � j�
a � �a


��a�p
�j
���a�j

�a � signe�����a��

En rempla�cant ���� par ce d�eveloppement limit�e et en admettant pour le terme d�amplitude que�

f��� � f�a� �H���

l�int�egrale I devient�

I � f�a� ej
�a� e�j�a�
�
a

Z ��

a

e�j�a�
�

d� �H���

L�int�egrale restante s�exprime alors en fonction des int�egrales de Fresnel qui sont d�e
nies par �Bruneau�
������

C�v� �

Z v

�

cos
��
�
u�
�

du �H���

S�v� �

Z v

�

sin
��
�
u�
�

du �H���

Ainsi� Z ��

a

e�j�a�
�

d� �
�p

�j����a�j

��
�

�
� C�

r
�

�
�a�



� j �a

�
�

�
� S�

r
�

�
�a�


�
�H���

Il vient 
nalement�

I � f�a� ej
�a� e�j�a�
�
a

�p
�j����a�j

��
�

�
� C�

r
�

�
�a�



� j �a

�
�

�
� S�

r
�

�
�a�


�
�H���

H�� Application �a l	int�egrale de Rayleigh I

Dans le cadre de l�int�egrale de Rayleigh I� on veut �evaluer l�int�egrale suivante�

I �

Z ��

�C

�R���n

R �
�� � jkR��

�

��R�
�

�

��R
e�jk�R�R�� d� �H����
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Les fonctions f��� et ���� sont alors donn�ees par�

f��� �
�R���n

R�
�� � jkR��

�

��R�
�

�

��R
�H����

���� � �k�R �R�� �H����

avec� �
R� � j�R�j �

p
�x� � xs�� � �y� � ys�� � �z� � zs��

R � j�Rj �
p
�x� x��� � �y � y��� � �z � z���

Les vecteurs �rs� �r� et �r rep	erent respectivement la position de la source primaire� d�une source secondaire et
d�un r�ecepteur� La variable � est d�e
nie par�

� �
q
�x�� � y��� �H����

On exprime les d�eriv�ees premi	ere et seconde du terme de phase �����

d�

d�
� �k

�

�
x�

�
x� � xs
R�

�
x� � x

R

�
� z�

�
z� � zs
R�

�
z� � z

R

��
�H����

d��

d��
� � k

��

�
x��

�
�y� � ys�

� � �z� � zs�
�

R�
�

�
�y� � y�� � �z� � z��

R�

�

� z��

�
�x� � xs�

� � �y� � ys�
�

R�
�

�
�x� � x�� � �y� � y��

R�

�

� �x�y�

�
�x� � xs��z� � zs�

R�
�

�
�x� � x��z� � z�

R�

��
�H����

L�approximation de Fresnel donne donc pour l�int�egrale d�e
nie par l��equation H����

I � f��C � e
j
��C� e�j�C�

�
C

�p
�j�����C �j

��
�

�
� C�

r
�

�
�C�



� j �C

�
�

�
� S�

r
�

�
�C�


�
�H����

avec� �
�C � � j�
�C � �C


���C�p
�j
����C�j

�a � signe������C��

Les d�eriv�ees premi	ere et seconde du terme de phase ���� sont d�e
nis par les �equations H��� $ H����
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